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Résumé

La recherche combinatoire est une branche de ’algorithmique combinatoire qui est étroi-
tement liée avec d’autres domaines des mathématiques et de I'informatique, tels que ’étude
de la complexité d’algorithmes, la théorie des graphes, la théorie des nombres, la théorie des
ensembles extrémaux. En termes trés généraux, la recherche combinatoire étudie les pro-
blémes d’identification d’un objet inconnu dans un ensemble d’objets & ’aide de questions
indirectes sur cet objet. Les méthodes de la recherche combinatoire trouvent de nombreuses
applications pratiques dans les domaines de la biologie, la médecine, la conception de réseaux,
et d’autres.

Le théme central de la thése est le modéle additif en recherche combinatoire. Nous étu-
dions la puissance de ce modéle en I'appliquant & quelques problémes classiques de recherche
combinatoire. Trois familles de problémes sont considérées : les problémes de pesage de
monnaies, le probléme de reconstruction de graphes d’une classe donnée et le probléme de
reconstruction de partitions.

Pour les problémes de reconstruction de graphes et de pesage, nous examinons les résul-
tats connus et démontrons de nouveaux résultats plus généraux. Un des résultats les plus
importants est I’obtention d’une borne supérieure pour le probléme de reconstruction de vec-
teurs a poids borné. Nous introduisons également le probléme de reconstruction de partitions,
pour lequel nous développons des algorithmes efficaces dont nous analysons la complexité.

Mots-clés: algorithme, complexité, recherche combinatoire, algorithme non—adaptatif, pro-
blémes de pesage, reconstruction de graphes

Abstract

Combinatorial Search is a branch of combinatorial algorithms which has deep inter-
connections with such classical areas as Complexity Theory, Graph Theory, Number Theory
and Extremal Set theory. In very general terms, the goal of Combinatorial Search is to
identify an unknown object by means of queries providing indirect information about it.
Combinatorial search methods have numerous practical applications in biology, medicine,
network design and others.

The main subject of the dissertation is the so-called Additive Combinatorial Search Model.
We study the power of this model by considering three classes of problems : coin—weighing
problems, graph reconstruction problems and partition reconstruction problems.

For coin—weighing and graph reconstruction problems, we review known results and prove
some general results providing a new unifying framework for existing methods. One of the
most important results here is an upper bound for the complexity of bounded-weight vector
reconstruction. We also introduce the partition reconstruction problem, for which we propose
efficient algorithms and prove some complexity bounds.
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Avant-propos

Les premiers problémes de la recherche combinatoire remontent aux problémes de pe-
sage de piéces de monnaies considérés par les mathématiciens dans le monde entier vers le
début du vingtiéme siécle, ainsi qu’aux problémes de 'identification rapide d’echantillons
contaminés dans 1’echantillonage de sang d’une population. Le derniére probléme était trés
d’actualité lors de la Seconde Guerre mondiale. Aujourd’hui ce domaine s’est enrichi de
plusieurs problémes différents. Le nombre considérable d’articles consacrés & ce sujet ont
formé un domaine entier connu actuellement sous le nom « Recherche Combinatoire ». Ils
ont démontré aussi des liens importants de la recherche combinatoire avec des domaines
classiques des mathématiques tels que la combinatoire, la statistique, la complexité d’al-
gorithmes, etc. Ces derniéres années, avec la croissance de 'importance de I'informatique
théorique, les problémes de recherche combinatoire ont re¢u un nouvel élan. Par exemple,
le probléme fondamental de la complexité du tri est un exemple classique de probléme de
recherche combinatoire.

Une partie majeure de la littérature sur la recherche combinatoire est accessible dans
la forme d’articles seulement. Cependant, il y a deux monographies qui couvrent plusieurs
résultats et méthodes dans ce domaine : la monographie de Martin Aigner «Combinatorial
Search» [Aig88| et le livre de Ding—Zhu Du et Frank K. Hwang «Combinatorial Group
Testing» [DH93|. Nous allons les utiliser comme références standards, méme s’il est évident
que les articles originaux donnent une image plus compléte du domaine.

La thése a le but modeste d’étude du modéle quantitatif (ou additif) de la recherche
combinatoire. Notre étude comprend quelques problémes généraux dans ce modéle. Comme
une justification de ce choix, nous remarquons qu’ils ont tous des applications pratiques
dans le domaine de la bioinformatique. Notamment, le Chapitre 2 sur la reconstruction de
graphes a été motivé par un probléme de la reconstruction d’un chemin hamiltonien (voir le
chapitre 4) qui & son tour a été motivé par un probléme biologique décrit dans [SLC*96].
De plus, ’étude du probléme de reconstruction de graphes a nécessité le développement de
nouvelles méthodes pour le probléme de pesage de piéces de monnaies. Le probléme de la
reconstruction de partitions a été motivé par un probléme biologique décrit dans [PSMW95].
La solution que nous proposons, utilise des méthodes développées pour la reconstruction
de graphes. Les résultats obtenus sont présentés dans les articles [GK97a, GK97b, Gre98,
GK99| :

GK97a Vladimir Grebinski and Gregory Kucherov. Optimal query bounds for reconstructing
a hamiltonian cycle in complete graphs. Dans Proceedings of the 5th Israeli Symposium
on Theory of Computing and Systems, pages 166-173. IEEE Press, 1997. La version
compléte a paraitre dans Discrete Applied Mathematics en 1998.
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GK97b Vladimir Grebinski et Gregory Kucherov. Optimal reconstruction of graphs under
the additive model. Dans Rainer Burkard and Gerhard Woeginger, editors, Proceedings
of the Fifth Annual European Symposium on Algorithms (ESA’97), volume 1284 of
Lecture Notes in Computer Science, pages 246-258. Springer, 1997.

Gre98 Vladimir Grebinski. On the power of additive combinatorial search model. Dans Pro-
ceedings of the Fourth Annual International Computing and Combinatorics Conference
(COCOON 98), volume 1449 of Lecture Notes in Computer Science, pages 194-203.
Springer, 1998.

GK99 Vladimir Grebinski et Gregory Kucherov. Reconstructing set partitions. Dans Tenth
Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms (SODA’99), 1999. & paraitre.

Notons, que les études dans ce domaine sont trés loin d’étre accomplies. Nous avons essayé
de souligner quelques questions ouvertes qui sont placées & la fin de chaque chapitre.



Introduction

Cette thése étudie divers problémes ressortant du domaine connu sous le nom de « re-
cherche combinatoire » (combinatorial search). Les sources de cette discipline sont anciennes
(probablement antérieures au début du siécle) et mal cernées, mais il est certain qu’avec
I’avénement des ordinateurs elle a connu un important développement ces derniéres décen-
nies.

La recherche combinatoire traite de I'identification d’un objet dans un ensemble au moyen
de questions indirectes posées sur cet objet ; elle s’attache a obtenir des bornes sur le nombre
de questions a poser pour déterminer précisément ’objet, et & concevoir des procédés effectifs
(algorithmes) permettant de décider des questions a poser. Le type de questions autorisées
et la précision des réponses font partie intégrante des données du probléme.

Illustrons cette définition par le jeu suivant : un joueur A choisit un nombre entre 1 et
1000 que le joueur B doit le découvrir. Les questions autorisées sont de la forme « le nombre
choisi est-il plus petit que 2 ? », oil  est un entier donné dans 'intervalle [1, 1000].

Plus formellement, un probléme de la recherche combinatoire consiste en la donnée de
deux ensembles finis C et D et d’un sous—ensemble @ de I'ensemble des fonctions de C
dans D. L’ensemble C est appelé ensemble des configurations. L’ensemble Q est ’ensemble
des questions, ’ensemble D est ’ensemble des réponses que ’on peut toujours identifier &
{0,...,d — 1} pour un certain d > 2.

Pour un élément z* € C, on appelle séquence de recherche toute suite de la forme
q1(z*),...,qx(z*), ot ¢; € Q pour tout i.

Insistons sur le fait que d'un point de vue algorithmique, le choix de chaque question
peut dépendre des réponses précédentes. La séquence des questions (gi(z*), ..., qx(z*)) est
dite déterminante si pour tout z distinct de z*, le k—uplet (¢i(z), ..., qx(x)) est différent de
(g1 ("), -, ax(z)).

La solution d'un probléme de recherche combinatoire est un algorithme qui

— étant donné (gy(x*),. .., qe(x*)) € DF choisit la question g1 et tel que

— il existe un n pour lequel la suite (¢;(z*), ..., ¢,(z*)) est déterminante pour z*, lorsque

c’est possible.
Notons que cette définition entraine en particulier que la question ¢; ne dépend pas de z*.

Revenons a I’exemple introduit plus haut. Dans ce cas, la premiére question sera « =
est—il strictement plus petit que 5007 » ; la seconde sera « x est—il strictement plus petit que
250 » si la réponse est oui, « que 750 » si la réponse est non, et ainsi de suite en coupant
a chaque fois en deux l’intervalle dans lequel se trouve z. Il est alors facile de voir qu’on
identifie z en 10 questions exactement (2'0 = 1024).

3
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Soit maintenant un algorithme f solution d’un probléme donné de recherche combina-
toire. Etant donné z* € C, on sait qu'il existe un n tel que la suite (g, (z*),..., g (z*)) est
déterminante pour z*. Le plus petit tel n est appelé complexité de détermination de z* et
noté c(z*). La complexité ¢(f) de I'algorithme f est définie comme le maximum des ¢(z*)
quand z* parcourt C. Enfin, la complexité du probléeme que résout f est définie comme le
minimum de ¢(g) ot g un algorithme résolvant le probléme.

Toujours dans le cas de notre exemple, I'algorithme décrit plus haut a une complexité de
10 questions exactement. Si on remplace 1000 par un nombre arbitraire /N dans le probléme
de départ, la complexité devient alors [log, N].

D’autres définitions de la complexité sont possibles. Une possibilité est de considérer une
distribution probabiliste sur I’ensemble des configurations. Soit p; la probabilité de la confi-
guration x;. Dans ce cas, la complexité de I'algorithme f peut étre définie comme I’espérance
de la fonction ¢(z) :

(f) = Zpi s (). (1)

z;€C

Si toutes les probabilités sont égales, on obtient la notion de la complexité en moyenne

€)=Y <) 2

Il est trés rare que l'on sache déterminer exactement la complexité d’un probléme. On
se contente en général de l'encadrer. Les bornes supérieures proviennent usuellement de
la construction d’un algorithme explicite de résolution; une source importante de bornes
inférieures est la théorie de I'information, qui permet de dériver aisément des bornes, mal-
heureusement souvent loin d’étre optimales.

Nous décrivons briévement 1’idée de la borne inférieure par la théorie de 'information.
Chaque élément d'un ensemble de n objets est défini par log, n bits d’information. La réponse
a chaque question apporte dans le meilleur des cas log, d nouveaux bits. Ainsi, le nombre de
questions est borné inférieurement par fgzg = log, n.

Dans le cas de notre exemple, card(C) = 1000 ou plus généralement N, et D est de
cardinalité 2, donc la théorie de I'information fournit la borne inférieure log, IV ; on se trouve
donc dans le cas exceptionnel ou cette borne est optimale, et permet donc de déterminer la
complexité exacte du probléme, a savoir 10 pour N = 1000 et [log, N'| en général.

Revenons un peu sur la définition des algorithmes résolvant un probléme de recherche
combinatoire. En régle générale, chaque question posée dépend effectivement des réponses
précédentes et de I'information qu’on a pu en tirer quant & la configuration étudiée. Un
algorithme de ce type est dit adaptatif, car il « s’adapte » aux réponses déja connues.

Il est souvent important d’éviter cette dépendance. A la limite, toutes les questions
peuvent étre indépendantes et on peut les poser en paralléle. Les algorithmes de ce type
sont dits non-adaptatifs.

Bien évidemment, les algorithmes non—adaptatifs sont un cas particulier des algorithmes
adaptatifs. La complexité du probléme quand on se restreint a la classe des algorithmes
non-adaptatifs est donc en général moins bonne.



La plupart des algorithmes présentés dans cette thése sont de type non-adaptatif. No-
tons toutefois dans notre cas les bornes supérieures qu’ils fournissent pour la complexité du
probléme coincident, & un facteur multiplicatif prés, avec les bornes inférieurs donnés par
la théorie de I'information. Pour notre exemple, il n’y a pas de « bonne » solution non—
adaptative, c’est—a—dire que tout algorithme non—adaptatif demande dans le pire des cas 999
questions (N — 1 en général), ce qui est en contraste flagrant avec la solution adaptative.

Notons en revanche que si ’on change le modéle de questions en autorisant des questions
qui portent sur les « bits » du nombre a définir : « Le k-iéme bit de x est-il égal & 17 »,
on retrouve un algorithme non-adaptatif de complexité optimale, a savoir 10, en obtenant
simplement successivement les valeurs des 10 bits de z. On remarque ainsi que le modéle de
questions influe fortement sur la complexité du probléme; en revanche, la borne inférieure
par la théorie de I'information ne tient pas compte du modéle de questions choisi, mais
seulement du nombre de réponses possibles, ce qui explique la médiocre qualité de la borne
obtenue, tout particuliérement quand le modéle de questions est sophistiqué.

Dans cette thése, nous nous consacrerons a 1’étude de plusieurs problémes de recherche
combinatoire dans le cadre du modéle additif (ou encore quantitatif) de questions. Ce mo-
déle permet d’obtenir une information quantitative sur la configuration étudiée. Le nombre
de réponses étant supérieur, la borne inférieure donnée par la théorie de I'information est
meilleur, ce qui n’implique pas nécessairement que la complexité du probléme change, méme
si ¢’est souvent le cas.

[lustrons ce modéle sur une généralisation de notre exemple : Le joueur A doit maintenant
deviner 10 nombres entre 1 et 1000 choisis par B. Alors que le modéle dit booléen n’autorise
que des questions du type « Un au moins des nombres est—il strictement inférieure a =7 »,
le modéle additif permet de demander « combien de nombres sont inférieurs a x 7 ».

Nous commencons au Chapitre 1 par I'étude de pesage, c’est—a—dire de la détection
de plusieurs fausses piéces dans un lot & l'aide de pesées sur une balance de précision (&
un plateau). On fait toutefois I’hypothése que chaque fausse piéce a un poids différent de
celui d’'une piéce authentique d’un multiple d’une quantité donnée. On obtient une borne
supérieure pour ce probléme ; une borne inférieure non triviale dans le cas non—adaptatif est
due & Noga Alon [Alo97]. Le probléme voisin des matrices de d—détection est ensuite étudié;
nous établissons dans ce cadre des bornes inférieures et supérieures non triviales.

Enfin, nous considérons un probléme généralisant les deux précédents, a savoir la re-
construction de vecteurs a poids borné, pour lequel nous établissons également des bornes
inférieures et supérieurs. A noter que pour ces trois problémes, on se restreint & des algo-
rithmes non-adaptatifs; il n’existe toutefois aucun algorithme adaptatif connu donnant de
meilleurs bornes supérieures.

Le Chapitre 2 étudie les problémes de reconstruction de graphes pour plusieurs classes
de graphes différentes. Dans ce cas, on se donne un ensemble de points V' correspondant
aux nceuds du graphe, et chaque question consiste 4 demander le nombre d’arcs reliant des
points d’un sous—ensemble () de V.

Le résultat central est obtenu dans le cas des graphes k—dégénérés; on construit un
algorithme non—-adaptatif fournissant une borne supérieure pour la complexité du probléme
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a un facteur multiplicatif prés, cette borne supérieure correspond & la borne inférieure donnée
par la théorie de I'information.

Le Chapitre 3 introduit un probléme original motivé par une application biologique liée
a l'analyse du génome; il s’agit du probléme dit « de reconstruction de partitions ». Un
ensemble X étant fixé et partitionné en r classes, on cherche soit a reconstruire ces classes,
soit & obtenir un systéme de représentants, c’est—a—dire un élément par classe. Les questions
admises sont du type « combien de classes sont—elles représentées dans @) », ol () est une
partie de X. Des algorithmes sont proposés et analysés, permettant d’obtenir de bornes supé-
rieures ; dans le cas de la reconstruction d’un systéme de représentants, on obtient également
une borne inférieure non triviale.

Le Chapitre 4, lui aussi issu d’un probléme biologique, se replace dans la problématique
du Chapitre 2, a savoir la reconstruction de graphes. Exceptionnellement, plusieurs modéles
sont étudiés dans ce chapitre en sus du modele additif. La encore, on obtient algorithmes et
bornes diverses, optimales & une constante multiplicative prés. Un de ces algorithmes a été
implanté en Maple et en C++; codes source se trouvent en annexe ; des expérimentations sur
des données de grande taille se sont avérées probantes.



Chapitre 1

Problémes de pesage

1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré au probléme classique de détermination de fausses piéces de
monnaie & ’aide d’une balance. Le modéle considéré permet de déterminer le poids total
d’un ensemble de piéces. Autrement dit, nous considérons le pesage avec une balance de
précision (balance a un plateau), voir la Figure 1.1.

X, | | X, | | X3 Xp

F1G. 1.1 — Probléme de détermination de fausses piéces

Supposons que nous avons n piéces de monnaie, qui seront traités comme éléments de
Iensemble {1,...,n}. Chaque piéce est authentique ou fausse. Nous supposons toujours
que les fausses piéces sont soit toutes plus lourdes soit toutes plus légéres que les piéces
authentiques, et que leur poids différe de celui d’'une piéce authentique d’un multiple d’une
quantité fixe. I.’ensemble C de configurations est donc représenté par un ensemble de vec-
teurs ¥ = (v1, vg, ..., v,) de dimension n, ot v; € NU {0} caractérise le poids de la i-iéme
piéce. Pour chaque probléme que nous considérerons dans ce chapitre, nous préciserons quels
vecteurs forment ’ensemble C des configurations.

Le modéle additif pour le probléme de pesage correspond a l'utilisation d’une balance
de précision ou la pesée d’un ensemble de piéces indique son poids total. Les questions sont
donc en correspondance bijective avec tous les sous—ensembles de 1’ensemble {1,2,... n}.
Etant donné une question @ et une configuration # = (vy,...,v,), la réponse est la valeur

numérique ), vi-
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1.1.1 Algorithmes non—adaptatifs et matrices de séparation

Comme nous ’avons remarqué dans ’Introduction, les algorithmes non-adaptatifs sont
en général moins puissants que les algorithmes adaptatifs. Néanmoins, un algorithme non—
adaptatif peut étre représenté sous forme d’un objet combinatoire, ce qui permet de faire
appel & des techniques mathématiques avancées et d’obtenir des résultats plus forts sur les
propriétés de ces algorithmes.

Pour le probléme de pesage en particulier, les algorithmes non-adaptatifs se représentent
comme matrices vérifiant certaines propriétés. La question de D'existence d’un algorithme
non—adaptatif se raméne donc & la question d’existence d’une telle matrice.

Considérons un algorithme non—adaptatif pour le probléme de pesage avec une ba-
lance de précision. Cet algorithme est défini par un ensemble de k questions {Q;}*_,, ou
Qi C {1,...,n}. Considérons la matrice M d’incidence « objet—question » : M = (M;;) €
{0, 1}’”", ou M;,; =1 sile j-iéme objet appartient & (); et 0 sinon, pour tout j =1,...,n

et i=1,...,k Soit d = (dy,...,d,)" une configuration et @ = (ay,...,a;)” un vecteur de
réponses obtenues par 1’algorithme. Dans le modéle considéré on a donc a; = ) jcq; @, et le

vecteur @ est donc égal & M - d.

Tout algorithme non—-adaptatif qui résout le probléme de pesage doit distinguer des confi-
gurations différentes. On en conclut que pour chaque couple de configurations (di, ds), ou
d; #* J;, il faut que les vecteurs des réponses soient différents. On a donc la propriété sui-
vante :

SiCﬂ;écZ;alorsM-cflyéM-cfg.

Par contraposition,
siM-cfl:M-cZ;alorscfl:cZ;. (1.1)

L’observation importante est que chaque matrice de 0 et 1 qui satisfait la condition (1.1) pour
un ensemble de configurations d € C définit un algorithme non—-adaptatif de reconstruction
pour C.

Une matrice M qui satisfait la condition (1.1) pour un ensemble C est dite une matrice
de séparation pour C.

Exemple 1.1.1 Soit C = {7 | 7€ {0,1}" et >, v; = d}. Dans la Section 1.4 on dira que C
est l’ensemble de vecteurs de {0,1} de poids d. Une matrice M de séparation pour C est une
matrice k X n telle que toutes les sommes de sous—ensembles de d colonnes sont deuz a deux
distinctes. Inversement, chaque matrice de {0,1} qui satisfait cette propriété est une matrice
de séparation pour C. Cette propriété caractérise donc les matrices de séparation pour C. Ces
matrices seront étudiées dans la Section suivante.

L’exemple 1.1.1 illustre la situation type : on reformule la question difficile d’existence
d’un algorithme non-adaptatif en une question plus facile & étudier, & savoir la question
d’existence d’'une matrice de séparation pour un certain ensemble de vecteurs.

Notons que pour chaque probléme de recherche combinatoire, un algorithme non—adaptatif
peut étre représenté comme une certaine matrice M de {0, 1}. Cependant, la relation @ = M d
est spécifique au modéle additif de pesage de piéces.
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1.1.2 Apergu du Chapitre 1

Dans ce Chapitre nous étudions trois variantes du probléme de pesage.

Dans le premier probléme, nous traitons le cas ol le nombre de fausses piéces est borné
par une constante d. Nous présentons une borne inférieure pour la complexité de ce probléme
obtenue par N. Alon [Alo97]|, puis nous établissons une nouvelle borne supérieure obtenue
dans [GK97b].

Dans le deuxiéme probléme, nous supposons que le poids de chaque fausse piéce différe
de celui d’une piéce authentique d’un multiple d’une quantité donnée. Ici nous cherchons a
déterminer les fausses piéces ainsi que leurs poids. Nous présentons une construction clas-
sique de B. Lindstréom pour un cas particulier de ce probléme. Dans le cas général, une borne
supérieure découle indirectement des résultats de |Lin71]. Cette borne a été établie explici-
tement dans [GK97b|. Nous démontrons également une nouvelle borne inférieure qui montre
I’optimalité de notre solution.

Enfin, ces deux problémes sont considérés dans un cadre unifié du probléme de recons-
truction de vecteurs a poids borné. La solution de ce dernier probléme sera utilisé dans le
Chapitre 2 consacré a la reconstruction de graphes. Nous établissons de nouvelles bornes
inférieure et supérieure pour ce probléme, qui coincident a un facteur multiplicatif prés. Ces
résultats ont été présentés dans l'article [Gre98|.

1.2 Deétermination de d fausses piéces

1.2.1 Introduction

Considérons le probléme de pesage suivant : dans un ensemble de n piéces, il y a une
piece qui est fausse. Comment trouver cette piéce a ’aide d’une balance & précision? La
borne inférieure de la théorie de l'information donne une estimation de log,n questions.
Cette borne peut étre atteinte par un algorithme adaptatif de méme complexité utilisant la
méthode de recherche binaire, voir Figure 1.2. Il est moins évident a voir que cette complexité
peut étre également atteinte par un algorithme non—adaptatif. Par exemple, I’ensemble de
questions suivant détermine la fausse piéce d’une maniére non—adaptative :

Qi=1{j | lei-iéme bit de j est égal a 1} i=1,...,[log,n].

Supposons que la piéce k est fausse. Dans ce cas la réponse a la question (); donne la valeur
du i-iéme bit de k. Il est donc suffisant de poser [log, n| questions non-adaptatives. a

On peut se demander si 'on peut trouver un algorithme aussi simple pour le cas ou il
peut y avoir d fausses piéces et ou il faut les identifier toutes. Nous formalisons ce probléme
de la maniére suivante :

Probléme 1 Soit un ensemble de n éléments contenant d fausses piéces. Quelle est la com-
plexité de détermination de toutes les fausses piéces si chaque pesée d’un ensemble de piéces
révéle le nombre de fausses piéces dans cet ensemble.
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F1G. 1.2 — La recherche de type adaptatif et non—adaptatif

I'objet est sélectionné

[ ] lobjet n'est pas sélectionné

Le cas général est beaucoup plus difficile que le cas d = 1. Si I'on cherche une solution
adaptative, il est possible de faire d itérations de la recherche binaire, ce qui donne la com-
plexité totale de dlog, n. Cependant, cette borne supérieure différe de la borne inférieure

Q(IOZ - logn) (cette borne sera établie ci-dessous).

Dans le cas non-adaptatif, le probléme se formalise comme un probléme de construction
d’une matrice de séparation pour I’ensemble de vecteurs €2(n, d) suivant :

Q(n,d) = {7 € {0,117 = (v1, ..., v,) €t Z v; = d}. (1.2)

Le probléme de construction d’une matrice optimale de séparation pour Q(n,d) a été
ouvert pendant plusieurs années. Méme dans le cas d = 2, lorsqu’on cherche a déterminer
deux fausses piéces seulement, la situation reste compliquée. Dans le cas non—adaptatif,
la meilleure borne inférieure pour d = 2, égale a 5/3log, n, avait été obtenue par Bernt
Lindstrom [Lin72]. D’autre part, la meilleure borne supérieure connue est 2log, n. Dans le
cas adaptatif, la meilleur borne inférieure est de log; n ~ 0.63log, n obtenue par la théorie
de l'information, tant que la meilleure borne supérieure est 1.49log, n [Hwa87|.

Pour le cas ol d est arbitraire, on ne connait pas d’algorithmes adaptatifs d'une com-
plexité meilleure que celle atteinte par les algorithmes non-adaptatifs. La plupart de ces
derniers sont basés sur la méme idée générale qui est 1'utilisation de codes correcteurs d’er-
reurs de type BCH [PH89]. Cette méthode donne un algorithme non-adaptatif explicite de
complexité dlog, n. Nous considérons cette construction plus tard. Une construction basée
sur une idée différente sera présentée dans la Section 1.2.4. Dans |Lin75|, Lindstr6m pose
la question de savoir si la borne dlog,n est la meilleure possible. Plus loin dans ce Cha-
pitre nous donnons une réponse négative a cette conjecture en démontrant qu’une solution
de complexité optimale O(% logn) existe. De plus, cette borne est un cas particulier d’un
résultat plus général présenté dans la Section 1.4.
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1.2.2 Borne inférieure

Nous établissons maintenant une borne inférieure pour le probléme de détermination de
d fausses piéces. Cette borne a été obtenue par Noga Alon [Alo97].

Théoréme 1 (LA1097]) Soit I’ensemble de vecteurs Q@ = Q(n,d) défini par l’équation 1.2.
Soit M € {0,1}""" une matrice de séparation pour ’ensemble . Il existe alors une constante
absolue c telle que pour tout n > d :

2d n
> ——log—. 1.3
~ logd+c & d (13)
La preuve est basée sur la Proposition suivante :
Proposition 1 Soit @ = (uy,...,u,)T un vecteur de {0,1} fizé de dimension n dont m

éléments exactement sont égaur a 1. On munit 2 au moyen de la mesure de probabilité
uniforme Pr(w) = 1/|Q| pour tout w € Q. Soit X une variable aléatoire définie sur Q0 par
Uéquation X (¥) =Y ¢ u; - v;. Alors on a :

md md(n — d)(n —m)
E(X)=— X)= 1.4
() ="5 Var(x) = IS (14)
En particulier, pour tous les d,n,m on a :
d
Var(X) < 7 (1.5)

Démonstration. Par symétrie on peut supposer que les m premiéres coordonnes de @
sont non nuls. Soit X; une variable aléatoire définie sur € & valeurs dans {0, 1} qui indique
pour un élément ¥ € ) la présence de I’élément 7 parmi les d éléments non nuls de ¥. Alors
X =" X, et E(X;) = d/n. Evidemment,

md
E(X)=EQ X)) =) E(X;) = o
i=1 i=1
Pour la variance d’'une somme de variables aléatoires on a :
Var(X) = E(X?) — (B(X))? =E(X%) - Y E(X)+2 Y  EX; X)). (1.6)
i=1 1<i<j<m
Par un calcul direct et en utilisant a(b — a) < % on a:
md d(d—1) md(n — d)(n —m)
Var(X) = — —-1)—= =
ar(X) n +m(m )n(n -1) n?(n —1)
din—dn*/4 _ d(n—d) o
n2(n—1)  4(n-1) — 4

O
On peut maintenant utiliser cette estimation pour obtenir une borne inférieure. Nous pré-
sentons ci—dessous la démonstration du Théoréme 1 :
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Démonstration. Soit M € {0, 1}’“” une matrice de séparation pour ’ensemble (2. Soit
7 € Q un élément aléatoire. Pour j =1,...,k, soit M -7 = (Y1,...,Ys)" et ¢; = E(Y;). La
Proposition 1 et la linéarité de I'espérance entrainent :

E (Z(Xz - Cz’)2> < % (1.7)

=1

D’aprés I'inégalité de Chebyshev! [AS92|, la probabilité que cette somme soit plus petite

que % est au moins % Par conséquent, il y a au moins %(Z) vecteurs ¢ € () dont I'image
1

M - ¥ appartient a une sphére euclidienne de rayon (£2)* et de centre (c1, ..., c,). Le nombre

de points a coordonnées entiéres d’une sphére peut étre majoré a une constante prés par le

volume de cette sphére. En utilisant le fait que les images des vecteurs de Q(n, d) sont toutes

distinctes, on obtient I'inégalité suivante :

()" ()" 1)

On utilise maintenant I’estimation ( d) > (%)d pour trouver un k£ qui satisfait cette inégalité.
Aprés un simple calcul, on trouve que

2d

k> ———
~ logd+c¢

log(n/d). (1.9)
O
Le Théoréme 1 est donc démontré.

1.2.3 Borne supérieure

En 1975 Lindstrom [Lin75] a conjecturé que la borne supérieure pour la complexité du
probléme de détermination de d fausses piéces dans un ensemble de n piéces est de I'ordre
de O(dlogn). Nous réfutons cette hypothése en démontrant que O(lo‘é 2logn) pesées sont
suffisantes pour identifier les fausses piéces. Ce résultat est un cas particulier d’un résultat
plus général sur la reconstruction de vecteurs a poids borné présenté dans la Section 1.4.
Ici, nous ne présentons que le résultat final sans démonstration qui est une conséquence du

Théoréme 8 (Section 1.4).

Théoréme 2 La complexité de la détermination de d fausses piéces dans un ensemble de n

piéces est bornée supérieurement par (4 + 0(1))lo‘éd logn. O

1.2.4 Construction explicite

La question de I’existence d’une construction explicite est trés importante pour 1’étude
de problémes de recherche combinatoire. Méme si la complexité est la caractéristique la plus

!qui dit que pour une variable aléatoire positive X d’espérance E(X), Pr(X > aE(X)) < L.
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importante du probléme, il ne faut pas négliger I'aspect algorithmique de la construction de
I’ensemble de questions. En outre, sans construction explicite il est difficile d’estimer, par
exemple, le colit du calcul nécessaire pour appliquer en pratique les méthodes développées.

Nous présentons une construction explicite pour le probléme de l'identification de d
fausses piéces parmi n. Plus tard, nous présentons une autre construction explicite dans
le cadre du probléme de reconstruction de vecteurs & poids borné. Notons que ces construc-
tions ne sont pas optimales mais qu’elles sont les meilleures qui soient connues.

On a vu que pour construire un algorithme non-adaptatif il suffit de trouver une matrice
de séparation pour I'ensemble Q(n,d). Une telle matrice a la propriété que la somme de
n’importe quel sous—ensemble de d colonnes soit unique. Ici, chaque colonne est considérée
comme un vecteur de nombres entiers. Nous supposons que n = 2", et nous construisons une
telle matrice avec k = r - d = dlog, n lignes.

D’abord, il est évident que si deux nombres sont égaux, alors ils sont égaux dans chaque
anneau Z/pZ (= Z,) pour tout p > 2. Donc, pour deux ensembles de vecteurs on a :

si ZEL}- = Z @; (dans l'espace Z*) alors ZEL’,- = Zd'j (mod Z,") . (1.10)

iel jed i€l jeJ

Il suffit donc de trouver une matrice de séparation avec des éléments du corps fini Zs,.
Considérons le corps fini GIF(2") qui a 2" = n éléments. Le corps fini GF(2") étant un Z,
espace vectoriel de dimension r, ces éléments peuvent étre représentés comme des vecteurs
de taille r sur Zs. Considérons la matrice suivante :

‘ T1 ‘ ) “ Z; “ Tor_1 ‘
$11 .1'21 ce .’Eil e .T%r_l
3 3 3 3
./,Cl .7)2 . . .’EZ . e x2r_1 (1'11)
2j—1
xIZd—l $22d_1 L xiZd—l L .’L’2r712d_1

Ici, 7;%~! est égale a la puissance 2j — 1 du 7-iéme élément de GIF(27), et cette variable

étant un élément de GF(2") est considérée comme une colonne de 0 et 1 de taille 7. Pour n
suffisamment grand, la matrice a la propriété que n’'importe quel ensemble de 2d+1 colonnes
sont linéairement indépendantes comme vecteurs sur Z, (voir [AS92]). Il est donc impossible
qu’il existe deux sous—ensembles différents a d éléments I, J C [n], I # J, |I|,|J| < d tel que
Doicr Vi = Eje] U;. La matrice obtenue comporte n — 1 colonnes et dlog, n lignes. O

Notons que cette construction n’atteint pas la borne inférieure obtenue dans la Sec-

tion 1.2.2. La recherche d’une matrice de séparation de complexité O(@ logn) est un pro-
bléme ouvert.

1.3 Matrices de d—détection

En 1963, Séderberg et Shapiro ([SS63|) ont posé un probléme considéré comme le pro-
bléme central pour le modéle additif des problémes de pesage : « Supposons que nous ayons
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n piéces dont un nombre arbitraire de piéces fausses. Combien de pesées sont nécessaires et
suffisantes pour identifier toutes les fausses piéces si la pesée d’un ensemble de piéces révéle
le nombre de fausses piéces dans cet ensemble. »

Nous considérons le cas non—adaptatif de ce probléme. D’aprés le résultat de la Sec-
tion 1.1.1, il suffit de trouver une matrice de séparation pour ’ensemble de configurations
qui consiste de tous les vecteurs de {0,1} de dimension n, i.e. V = {0,1}".

Ce probléme a été résolu par Bernt Lindstrom en 1964 [Lin64, Lin75] et par Cantor et
Mills [CM66] en 1966. Leur solution est asymptotiquement optimale. De plus, on conjecture
que cette solution donne la meilleure complexité possible pour une infinité de valeurs de n.
Il est intéressant que dans la classe plus large d’algorithmes adaptatifs, on ne connait pas
d’algorithmes plus efficaces pour ce probléme.

Dans cette section, nous présentons les étapes principales de la construction de Lindstrom
et prouvons quelques résultats qui la généralisent.

Pour obtenir une borne inférieure on note d’abord qu’il y a 2" configurations possibles
pour un ensemble de n piéces. Chaque réponse est un nombre dans l'intervalle 0,...,n
et donc la borne inférieure donnée par la théorie de l'information pour ce probléme est
log,.1(2"), i.e. gy~ Cette borne a été améliorée pour les algorithmes non-adaptatifs

jusqu’a (1 + o(l))lozzn. Nous démontrons ce résultat dans la Section 1.3.2 ou ce probléme

est étudié dans un cadre plus général.

1.3.1 Construction explicite

Pour illustrer la méthode de construction d’une matrice de séparation pour ’ensemble
des vecteurs {0,1}", on considére I'exemple suivant [Lin75] qui correspond au cas n =4 :

Exemple 1.3.1 Détermination de 4 piéces avec 3 expériences.

1 011 il el e1+ey—e3=2r3+x4 | T3,T4
01 10 ; = €9 e1 =X+ 23+ T4 T
1100 £E3 €3 €y = T9 + I3 T

4

Le point central de cette construction est 1’existence d’une combinaison linéaire de lignes
de la matrice dont la somme est égale & 2x3 + x4. Comme x; = 0,1, la somme 2z3 + x4
définit x3 et 4 de maniére unique. La construction explicite développe cette idée de maniére
systématique.

Matrice de d—détection : construction de Lindstrém

Au lieu de présenter la construction d’une matrice de séparation pour 'ensemble {0, 1}",
nous établirons un résultat plus général, & savoir une construction explicite d’'une matrice de
séparation pour I’ensemble V (n,d) = {0,...,d — 1}". Evidemment, le cas d = 2 correspond
au probléme de Séderberg et Shapiro. Cette construction a été obtenue pour la premiére fois
par Bernt Lindstrom et nous suivons sa présentation.

Ce probléme généralisé est une extension naturelle du probléme de départ. Supposons
que le degré de fausseté d’une piéce authentique est 0 et celui d’une fausse piéce est 1. Nous
généralisons ce probléme en permettant les piéces de degré de fausseté 0,1,2,...,d — 1.
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Notons que la forme des questions reste la méme : chaque question est un ensemble de
piéces. La réponse est égale au degré total de fausseté de cet ensemble, c’est—-a-dire a la
somme des degrés de fausseté de chaque piéce.

Une matrice de séparation pour I’ensemble de vecteurs V' (n,d) est appelée une matrice
de d—détection, car elle reconstruit le degré de fausseté de chaque piéce.

Dans [Lin71], Lindstrém a démontré un résultat trés général en montrant comment
construire une matrice de d—détection a partir d’'un ensemble partiellement ordonné pos-
sédant certaines propriétés. En appliquant ce résultat & un treillis booléen, on obtient une
construction optimale d’une matrice de d—détection. L’optimalite sera démontré quand nous
établirons la borne inférieure dans la Section 1.3.2.

La construction de Lindstrom d’une matrice de d-détection utilise quelques propriétés
de la fonction de Mobius [Aig79]. Nous rappelons les définitions nécessaires :

Définition 1.3.1 Soit (P, <) un ensemble fini, partiellement ordonné par une relation <.
La fonction de Mobius p(z,y) de 'ensemble P est définie pour x,y € P par les équations
sutvantes :

1. p(z,z) =1,

2. wlz,y)=0siz £y,

8. pu(T,y) = = X pciey W(T,2) ST <y,
Par dualité, on obtient

pa,y)=— > wzy) siz<y. (1.12)

2<2<y

Par exemple, pour le treillis booléen des sous—ensembles d’un ensemble il est connu que
p(z,y) = (=DM sig cy (1.13)

Nous utiliserons ce résultat plus tard.

Nous reproduisons maintenant quelques résultats de Lindstrom nécessaires pour construire
une matrice de d-détection. Dans |Lin71] le résultat suivant est démontré :

Théoréme 3 Soit P un ensemble partiellement ordonné avec un unique élément minimal
0 et un unique élément mazimal 1. Soit p(x,y) la fonction de Mébius de P et soit m =
Y wep |1(x,1)]. Dans ce cas m est un nombre pair et pour tout nombre n € N de [’intervalle
0 <n <m/2 il existe une fonction f(x): P — {0,1} vérifiant la propriété suivante :

Y f(@)-pla,1) = —n-sgu(u(0, 1)). (1.14)

ot sgn(a) =1sia>0 etsgn(a) =—-1sia<0.

Ici nous présentons les principales étapes de la démonstration, voir [Lin71] pour les détails.
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Démonstration. Soit e un nombre entier de 'intervalle 0 < e < m. Nous allons trouver
une fonction g, g(z) € {—1, 1}, telle que g(0) =1 et

Y 9@z, 1) = e-sgn(u(0,1)). (1.15)

0<z<L1

Soit Y un sous-ensemble de P tel quesiy € Y et y <p z alors z € Y. Dans ce cas, ’ensemble
Y est partiellement ordonné par ’ordre <p et la fonction de Mobius de Y est la restriction
de pu(z,y) définie sur P. Soit

my =Y lu(y,1)].

yey
Nous allons démontrer par récurrence sur |Y'| la proposition suivante :

Proposition 2 Pour chaque nombre s de ’ensemble —my, —my + 2, ..., my il existe une
fonction g(x) telle que la somme Y- .y g(y)p(y, 1) est égale a s. On écrit cette proposition
de la maniére sutvante :

D gy, 1) = —my, —my +2,...,my. (1.16)
yey

Démonstration. Cette égalité est satisfaite pour |Y| = 1, car dans ce cas, on a Y = {1}
et u(1,1) = 1. Soit |P| > 1. Prenons un élément ¢ minimal quelconque de Y et posons Z =
Y'\{c}. Par 'hypothése de récurrence, pour chaque m dans {—mz, —mz+2,...,mz—2,mz},
on peut trouver une fonction g(y) a valeurs dans {—1,1} sur Z, telle que

> 9W)uly, 1) =m. (1.17)

yeZ

Alors, la somme (1.16) peut prendre les valeurs de l'intervalle

—mgz + g(c)ulc, 1), —mz + g(c)pu(e, 1) +2,...,mz + g(c)u(c, 1),

ot g(c) = £1. Par définition de my, my = mz + |u(c,1)] et |u(c, 1)| < my et on obtient par
(1.12) et par I'inégalité triangulaire que I’équation (1.16) est satisfaite pour un choix parti-
culier de la fonction g(y) = +1 sur Y. En fixant Y = P et en utilisant ’équation (1.12), on
obtient que 0 appartient a I’ensemble des valeurs possibles de (1.16), donc m doit étre pair. O

Retournons maintenant a la démonstration du Théoréme 3. Nous appliquons ce résultat
au cas Y = P\{0}. Soit g(0) = sgn(x(0,1)). Comme |x(0, 1)| < my d’aprés ’équation (1.12),
on a, pour tout e pair de I'intervalle 0, . .., m, une fonction g(y) = 1 sur Y telle que la somme
dans I’équation (1.15) est égale a e. On multiplie cette équation par sgn(u(0,1)). L’équa-
tion (1.15) est maintenant satisfaite avec G(z) = g(x)u(0,1). On soustrait ’équation (1.15)
de I'équation »_ p pu(y, 1) = 0 et on divise le résultat par 2 pour obtenir 'équation (1.14)

ou f(z) = (1-G(y))/2 et £(0) = 0. O

Un autre résultat que nous allons utiliser a été publié dans [Lin65| :
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Théoréme 4 Soit P un demi-treillis et u(z,y) sa fonction de Mdobius. Soit a,b € P tels
que b £ a. Soit une fonction f(x) définie pour tout x < a A'b & valeurs dans un anneau
commutatif unitaire. Alors

> fl@Aa)p(z,b) = 0. (1.18)
O

Avant de présenter la construction d’une matrice de d—détection, nous introduisons la
notion de capacité de détection hy(x) et la notion de vecteur de d—détection :

Définition 1.3.2 La capacité de détection hi(x) est le plus grand entier h pour lequel il
eriste un ensemble de nombres entiers {d;}i=1,..pn, 1 < di < z, tel que toutes les sommes
possibles 2?21 €d; (¢, =0,...,k—1) sont différentes. On dit que le vecteur (dy,ds, ..., dy)
est le vecteur de d—détection correspondant a x.

Le Théoréme suivant joue un réle central dans la construction d’une matrice de d-
détection :

Théoréme 5 ([Lin71]) Soit (P,A) un treillis fini ¢ m + 1 éléments. Soit l’ordre sur P
défini par a < b si et seulement si a = a Ab. Soit 0 le plus petit élément dans (P, <).
Posons my = > . |p(x,y)|. Il existe alors une matrice de d-détection avec m lignes et
> y>o ha(my/2) colonnes.

Au lieu de donner la preuve compléte qui est décrite dans |Lin71], nous présentons les
étapes centrales de cette construction.

1. Etant donné un treillis P = ({1, 2a,...,%m}, A, V) & m éléments, on considére la table
de multiplication de taille m x m, définie comme la matrice (a;;) ol a; ; = z; A ;.

2. Considérons chaque colonne x; de cette matrice I’une aprés I’autre. Chaque élément de
cette colonne sera transformé dans une ligne de taille hy(m,,/2). Remarquons que la
colonne marquée par z; contient tous les éléments z; < z;.

3. D’aprés le Théoréme 3, pour tout k£ < m,, /2 il existe une fonction fx(z): P — {0,1}
telle que > 5o, fe(z)p(x, ;) = —k - sgn(6, x;). Pour chaque colonne z;, trouvons un
vecteur de d-détection (dy,ds, ..., dp) qui correspond & hy(m,,/2). Pour chaque ligne
x; de la matrice, remplacons 1’élément correspondant a la colonne z; et la ligne z; par
le vecteur (fa, (i A x;), fay (i Aj), ..., fa, (@i A z5)).

Exemple 1.3.2 Prenons le treillis booléen de tous les sous—ensembles de ’ensemble {a,b}.
1l n’est pas difficile de calculer la table de la fonction de Mdébius et la table de multiplication
pour ce treillis :

p(@,y) | 0] {a} | {b} | {a,b}
0 1] -1]-1 1 zAy | 0] {a}|{b} | {a,b}
@} o] 1 0] =1 0 (0100 0
{b} 0011 ] ~1 {a} [0 {a}| 0 | {a}
{a,0} 0] 0 | O 1 Yy 10 0 [{o}] {b}
Mg 12 ]2 4 {a,b} | 0| {a} | {b} | {a,b}
ho(mg/2) 0] 1 | 1 2
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Enfin, nous appliquons la construction décrite ci—dessus pour obtenir une matrice avec
14+ 142 =4 colonnes et 3 lignes, qui correspond a la matrice de [’Exemple 1.3.1 :

0| {a} | {b} | {a,b}
0 19 {o}]|{o}{o,0} I 1 3 3 411
Rt i o R
0 1 1,1
{a,0} |0 {1} | {1} | {0,0} CUSRIRERIL

O

Pour démontrer que la matrice obtenue a effectivement la propriété de d—détection, nous
suivons la présentation de [Lin71]. Supposons que notre matrice ne satisfait pas la condition
de d-détection. Il existe donc des nombres {¢; ;} tels que :

Z e,-,jUz-J = 6, ou e;; € {—d, R d} (1.19)
1<i<m
1< j < hg(ma; /2)

Ici, ; ; correspond a la j—iéme colonne du groupe obtenu & partir de I’élément z;. Notre but
est de démontrer que les e; ; sont tous nuls. Si ce n’est pas le cas, il existe un z; € P maximal
par rapport a l'ordre (P, <), tel que e; ; # 0 pour un certain j. Multiplions chaque ligne v
de l’équation (1.19) par —pu(x,, ;) - sgn(u(f, z;)) et calculons la somme de toutes les lignes.
Pour toute colonne qui correspond a y # z; la somme est nulle d’aprés 'équation (1.18). On
obtient par I’équation (1.19) que si h est égale & hqa(m;/2), on a :

h
Z €ij" di’j =0. (120)
7j=1

S’ily a un e; ; # 0, nous avons une contradiction avec ’hypothése que ’ensemble {d; ;} a la
propriété de d—détection. O

Estimation de la complexité

Une de particularités de la construction de Lindstrom est la possibilité d’utiliser n’importe
quel treillis pour construire une matrice de d—détection. Maintenant, nous considérons le
treillis booléen de tous les sous—ensembles de 1’ensemble & n éléments. La construction est
composée des étapes suivantes :

1. Considérons le treillis booléen de I’ensemble a n éléments. Si z C y alors p(z,y) =
(=1)¥\2|. Un calcul démontre que m, = 2!* [AigT9].

2. La détermination de la valeur exacte de la capacité de d—détection est une question
ouverte et trés difficile en général, méme dans le cas d = 2 [AS92]. Nous utilisons
alors une estimation, qui est conjecturée étre trés proche de la borne exacte. Etant
donné d, prenons le préfixe de la suite (1,d,d? d3,...). Chaque préfixe est un vecteur
de d-détection.
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3. Avec ce choix de vecteur de d—détection, on obtient :

—1 ||
ha(271/2) = [log, 21| = | 12 > -2 1.21
a(27/2) = loga 27| = | | 2 105 (1.21)
4. Cette estimation est suffisante pour évaluer le nombre de colonnes dans la matrice
construite.
o (== -2)=> n{, -2 = — 2t (1.22)
zC{1,...,n} (10g2 d i=0 ? 10g2 d 210g2 d
n2"

5. On a donc construit une matrice a —27+1 colonnes et 2" lignes. Il reste maintenant

2log, d
N . . . n
a exprimer le nombre de lignes (2") comme une fonction de nombre de colonnes (21’32 )
2

La solution de cette relation donne le résultat suivant : il existe une matrice de d—
détection avec m colonnes et (2 + o(1))logdr lignes.

On a donc démontré le théoréme suivant qui est implicite dans [Lin71| et qui a été démontré
explicitement dans [GK97D] :

Théoréme 6 Une matrice de d—détection avec n colonnes et (2+ o(1)) log diggy lignes peut
étre effectivement construite.

En conclusion, on doit mentionner que la question de savoir si cette construction donne
une solution optimale est ouverte depuis environs trente ans. Pour plus d’information, nous
invitons le lecteur a se référer a [Aig88, p. 120].

1.3.2 Borne inférieure

Ayant établi une borne supérieure sur la taille d’une matrice de d—détection, nous démon-
trons dans cette section que ce résultat est optimal, au sens que la borne inférieure est égale
a un facteur multiplicatif prés a la borne supérieure établie dans la section précédente. Ce
résultat est paru dans [GK97b| comme une généralisation de la méthode utilisée par Lind-
strom dans [Lin75, p. 415] pour le cas d = 2. Notons que Lindstrom attribue cette méthode a
Leo Moser. 1l existe d’autres méthodes d’estimation de la borne inférieure dans le cas d = 2,
voir [Lin75, LV94, LV93].

Théoréme 7 ([Lin75, GK97b]) Etant donné un parameétre d, soit M € {0,1}*" une
matrice de d—détection. Dans ce cas, k est bornée inférieurement par :

n

k> (2+o0(1))logd (1.23)

logn’

Démonstration. L’idée principale est de considérer I’ensemble de vecteurs {7 = €7 +
€9l + + -+ + €U, }, ot €; € {0,...,d — 1} et ¥; correspond a la i—iéme colonne d’une matrice
de d—détection. Soit m la dimension de la matrice (le nombre de lignes). Nous allons alors
démontrer qu'une moitié de vecteurs ¥ se trouvent dans une sphére de dimension m d’un
petit rayon. Cette observation donne une estimation de la dimension de la matrice. Une
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borne supérieure pour le rayon de la sphére est obtenue par une méthode d’estimation de la
variance d’une variable aléatoire (Second Moment Method, voir [AS92]).
Considérons un ensemble V' (n,d) munit de la mesure de probabilité uniforme :

V(n,d) = {(e1,€2,...,€,) | &, =0,...,d—1}. (1.24)

Il est clair que |V (n,d)| = d™. Une variable aléatoire £ = ¢, définie sur V' (n, d) a 'espérance
et la variance suivantes :

(d+2)d

B =(d-1)/2,  o*(&) = Var(¢) = R (1.25)

Soit v! la valeur de la j—iéme coordonnée de ;. La variable aléatoire 1)y est alors une com-
binaison linéaire de variables aléatoires indépendantes ¢; avec des coefficients 0 ou 1 :

Yr=avf+ ek k=1, m. (1.26)
On peut estimer la variance de v, par :
n
Var(yy) < Y _ Var(e;) = no”. (1.27)
i=1

Soit 9, = E(ty). Par définition de la variance et par linéarité de I’espérance, on peut borner
I’espérance de la somme suivante :

E (Z(wk — W?) = B — ) < m-no’. (1.28)

k=1

Par I'inégalité de Chebyshev [AS92, Fel70], on a :

Pr (Z(wk — ) > 2mn02) < = (1.29)
k=1
Donc, on a
Pr (Z(d’k — y)? < 2mn02> > = (1.30)
k=1
Par définition de la matrice de d—détection, la correspondance suivante est bijective :
(61, R Gn) — 61U+ -+ €U, = (1/)1, ceey ’(/)m)T (131)

Par I'inégalité (1.30), la moitié¢ de vecteurs se trouvent dans une sphére avec le centre
(1,...,%m) et de rayon r = (2mno?)*/2. Le nombre de points entiers dans une sphére
multi-dimensionnelle peut étre majoré par son volume & un facteur multiplicatif prés. Pour
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une sphére de dimension m et de rayon r, le volume est borné par (c/m)™2r™ pour une
constante c. Alors,

1 m m m
§d" < (¢/m-1%) /2 = (¢/m - 2mno?) /2 = (2cno?) & (1.32)
Une simplification donne le résultat final :

nlogd — log2 n n
>2- = 2logd . 1.33
e logn + log(2¢(d + 2)d/12) o8 logn o (logn) (133)

Notons que 1'on peut éviter I'utilisation de I'argument de volume de la sphére. Un moyen
plus élégant consiste a estimer le nombre de solutions entiers de 'équation 7" 2,2 < r2.
Une méthode est présentée dans [Aig88, p. 117|. Notamment, I'inégalité de Cauchy implique
que

Le nombre de solutions de I'inégalité Y ;" a; < h, ou les a; sont des nombres positifs entiers,
est égale a (m;:h) Le nombre de solutions du probléme initial est donc borné par (‘ m'::’Lm).

En utilisant cette méthode on obtient la méme asymptotique que celle de I’équation (1.33). O

1.4 Reconstruction de vecteurs a poids borné

Dans les sections précédentes on a considéré deux problémes de pesage. Dans le premier
probléme on a borné le nombre de fausses piéces. Dans le second probléme le nombre de
fausses piéces est arbitraire, mais le degré de fausseté de chaque piéce est borné.

Dans cette section nous allons considérer un probléme qui généralise ces deux cas. Notam-
ment, nous allons considérer le probléme de pesage ou le degré de fausseté n’est pas borné,
mais la somme des degrés de fausseté est bornée par un paramétre. Nous utilisons la méthode
probabiliste (voir [AS92, ES74|) pour obtenir une borne supérieure pour un algorithme non—
adaptatif qui résout ce probléme. Des résultats préliminaires ont été présentés dans un article
commun avec Grégory Kucherov [GK97b]. Les résultats sur la reconstruction de vecteurs a
poids borné ont été présentés dans l'article [Gre98|. Ces résultats sont importants pour la
Section 2.2, ol nous les appliquons au probléme de reconstruction de graphes.

1.4.1 Introduction et définitions

Dans cette section nous allons présenter une démonstration de ’existence d’un algorithme
non—adaptatif qui reconstruit un vecteur a poids borné. Comme on I’a déja mentionné, la
construction obtenue généralise les cas précédents. En méme temps, la complexité de la so-
lution reste la méme. Ce résultat nous sera indispensable pour le probléme de reconstruction
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de graphes que nous considérons ensuite. Notons qu’il n’existe aucun algorithme adaptatif
connu donnant de meilleurs bornes supérieures.

Nous introduisons quelques définitions :

Définition 1.4.1 Le poids d’un vecteur v = (v, ve, ..., v,) est la somme de ses coordonnés :
wt(7) = > ;. (1.34)
i=1

L’ensemble de tous les vecteurs de dimension n et de poids borné par d est noté A(n,d) :

A(n,d) ={(vi,...,v,) | v e NU{0} et Zvigd}.

=1

Définition 1.4.2 Le support d’un vecteur est l’ensemble de positions qui contiennent les
valeurs non nulles.

sp(¥) = {i | v; # 0} (1.35)

Notre probléme peut étre formalisé de la maniére suivante :

Probléme 2 Etant donné un vecteur ¥ = (v, ..., v,) € A(n,d) de dimension n et de poids
borné par d, estimer la complexité d’un algorithme non—adaptatif qui reconstruit ce vecteur a
Paide de questions du type : « Pour un sous-ensemble de coordonnés @ C {1,...,n}, quelle
est la somme des valeurs associées & ces coordonnés (ZiEQ v;) ¢ »

Notons qu'il existe une solution triviale qui consiste en n questions Q; = {i}, qui résout le
Probléme 2 pour tout n et d.

La solution du Probléme 2 est divisée en deux parties. Dans la premiére partie, on établit
une borne supérieure par la méthode probabiliste [ES74, AS92|. Dans la seconde partie, on
établit une borne inférieure par la méthode d’estimation de la variance. Cette méthode a été
déja appliquée dans les sections précédentes. Les bornes inférieure et supérieure obtenues sont
égales a un facteur multiplicatif 2 prés. De plus, le probléme de détermination de d fausses
piéces et celui de construction d’une matrice de d—détection sont deux cas particuliers du
Probléme 2 (avec une spécialisation des paramétres si nécessaire). Nous démontrons que les
bornes inférieures et supérieures dans ces cas particuliers sont égales (& un facteur prés) a
celles que nous avons déja établies dans les sections précédentes. La conclusion importante
de ce résultat est que ce modéle doit étre considéré comme le modele le plus général dans le
domaine des problémes de pesage a ’aide d’une balance & précision.

1.4.2 Borne supérieure

Pour établir une borne supérieure pour la complexité de notre probléme, il suffit d’estimer
un k tel qu’il existe une matrice M de taille £ X n qui est une matrice de séparation pour
Iensemble A(n, d). Notre stratégie est d’estimer la probabilité qu'une matrice aléatoire choisie
de maniére uniforme dans ’ensemble de toutes les matrices {0, 1}’”" soit une matrice de
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séparation pour l’ensemble A(n,d). Si nous démontrons que cette probabilité est positive
pour un certain k = k(n, d) nous obtiendrons une borne supérieure sur la valeur de k.

Nous divisons la preuve en deux étapes. A la premiére étape, nous établirons une esti-
mation sur la probabilité qu’une matrice aléatoire soit une matrice de séparation. Ensuite,
nous transformons cette estimation en une borne supérieure sur k.

Premiére étape.

Si une matrice M n’est pas une matrice de séparation pour I’ensemble A(n, d), alors, par
définition, il y a deux vecteurs différents 1,7, € A tels que M - 7 = M - 9. Pour deux
vecteurs v, Us et une matrice M aléatoire, on dit qu’un tel événement est « non espéré ».
Pour une matrice M on peut calculer donc le nombre d’événements non espérés. Si pour
un k particulier, I’espérance du nombre d’événements non espérés est plus petit que 1, il
existe une matrice pour laquelle ce nombre est nul [AS92|, c’est-a-dire, pour chaque paire de
vecteurs différents o}, v € A on a que M - U7 # M - U5. Donc, cette matrice est une matrice
de séparation pour I'ensemble A(n,d).

Pour deux vecteurs différents o7, 75 € A et une matrice M, nous définissons une fonction
caractéristique x :

1 siM ’171 =M 172,
0 sinon.

X(17177727M) = {

Pour une matrice M qui n’est pas une matrice de séparation pour l’ensemble A on peut
trouver deux vecteurs @ = (a1, ...,a,) et b= (by,...,b,) tels que M -@ = M - b, qui vérifient

les propriétés supplémentaires suivantes :
1. sp(@) Nsp(b) = 0. Dans le cas contraire, considérons (d”,‘l;’), ond =(d,...,d), b=
(by,...,0), a; = a; — min(a;, b;), b, = b; — min(a;, b;). Evidemment, wt(a') < wt(a),
wt(b') < wt(b) et Md = Mb' quand Md = Mb.

=

2. wt(@) = wt(b). On peut assurer cette propriété en ajoutant a la matrice M une ligne
avec tous les éléments égaux a 1. Cette ligne sera implicite et on 'exclut du choix
aléatoire des éléments de la matrice. Il est clair qu’en ajoutant une ligne, on ne change
pas la complexité asymptotique de la construction.

Une paire ordonnée de vecteurs o7, v, € A(n,d) qui vérifient ces deux propriétés, est dite

une paire « critique ». Soit C un ensemble de toutes les paires critiques, alors :

Pr [M n’est pas séparatrice pour A(n,d)] = Pr \/ (x(¥h,T9, M) =1)|. (1.36)
(91,72)€C(M)

Nous bornons supérieurement cette probabilité par :

N~

Pr| \/ (@, &M)=1)<- Y Prlx@,M=1]. (1.37)
)

(V1,02)€C(M) (71,02)€C(M

Le facteur 1/2 est introduit, car la couple (1, ¥5) est ordonnée. Dans cette Section nous sup-
posons la distribution uniforme sur les matrices k xn. Notre but est de rendre la somme (1.37)
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plus petite que 1. Pour estimer cette somme et obtenir une estimation sur k£, nous estimons
d’abord Pr [x(t, Uy, M) = 1].

Proposition 3 Si (91, 7,) est une paire critique et si la matrice M est choisie de maniére
. kxn
uniforme dans {0,1}""" on a :

Pr[x(#, B, M) = 1] < (%)W (@)M. (1.38)

Démonstration. Soit &,...,&, un ensemble de variables aléatoires avec Pr[§; = 0] =
Pr[¢ = 1] = 1/2. L'événement M, = M1, est équivalent aux &k événements indépendants
correspondant a 1’égalité pour chaque ligne de la matrice. Alors,

Pr[M#, = M@, = Pr[(5,4) = (3,5)]", (1.39)

ou §= (&,...,&), et (5, 7;) est le produit scalaire de § et 7;. Comme sp(7;) Nsp(¥s) = 0,

les événements (5, 7) et (5, Us) sont mutuellement indépendants. On a donc :

Pr((5,7) = (5, %) = > _Pr[((5#) = i) A ((5,5) = i)] = (1.40)
Y Pr((s *1>:z~].Pr[<§,172>:i]g\/Zpr[g,ﬁl):i]?.\/Zpr[@,@):i]? (1.41)

Lasomme Y, Pr[(5,#;) = i]°, j = 1,2, peut étre bornée supérieurement par max; Pr (3, 7;) = i].
En effet, considérons une variable aléatoire & qui prend des valeurs entiéres. Soit ppez(€) =
max;ez Pr [ = i]. Alors

ZPr [£=i] < (me(s)Pr € = z’]) = Prmaz (€) (ZPr € = z‘]) = Pmaz(€).  (1.42)

Par conséquent, on peut affaiblir (1.41) jusqu’a

Pr((5,61) = (5, )] < VP ((5.01)) - VPmaa (5, T2)). (1.43)

Pour estimer p,,,., nous démontrons la proposition technique suivante :

Proposition 4 Soit t un nombre entier naturel, ai,...,a; > 0 et &,...,& des variables
aléatoires indépendantes avec Pr[§; = 0] = Pr[¢; = 1] =1/2. Alors :

1. pmax(é-l +---+ ft) = 27t(tt/t2j)’
2. pmaz(alé-l +---+ a'té-t) S pmaz(gl +---+ gt);
3. Pmaz (011 + -+ + &) = Prmaz (& + - - - + &) si et seulement si a; = ay = --- = ay,

4- 27?&(“}5%) < %, pour tout t > 1.
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Démonstration.

1. Cette égalité est triviale, car Pr[& +--- + & = 1] = 27(}) et (Lt;2j) > (%), pour tout
i=01,.. .t

2. Soit P™ = prax(a1& + - - - + a;&;). Par définition, il existe une valeur s telle que
Pria& + -+ + @& = 5] = P™™.
Considérons la famille d’ensembles F = {A| ", , a; = s}. Evidemment, card(F)-27" =
P™_ Comme tous les a; sont strictement positifs, F est une famille d’ensembles de

Sperner, c’est—a—dire il n’y a pas d’ensembles A, B € F tels que A C B. Par le théoréme
de Sperner [And89, AS92, Die96|, le nombre d’ensembles dans la famille F peut étre

borné :
cwd )< (1)

3. Une autre conséquence du théoréme de Sperner est que card(F) = (,/,,) si et seulement

Lt/2]
si F est la famille de tous les sous—ensembles de méme taille |¢/2] ou [(t+ 1)/2]. Par
conséquent, la somme de |¢/2| éléments minimaux parmi ag, .. ., a; est égale  la somme

de |t/2] éléments maximaux, donc les a; sont tous égaux.

4. Pour t suffisamment grand, on peut démontrer cette inégalité par le résultat de Sterling
sur I’asymptotique de z!. La constante a été choisie de sorte que cette inégalité soit
satisfaite pour tout ¢t > 1.

O

Nous continuons la démonstration de la proposition 3. Pour établir une borne supérieure
SUT Prmaz ((5,7;)), 7 = 1,2, nous appliquons la Proposition 4 avec ¢t = [sp(;)|. On a

Pmas((5,7,)) < 2*(“;2 J> < (ﬁw)w- (1.44)

Finalement, en utilisant les équations (1.39), (1.43) on obtient la proposition. O

Nous réécrivons la partie droite de ’équation (1.37) en utilisant la définition de la paire
critique :

d
1 L 1 L
3 (Z)PI‘ [x(¥1, T, M) =1] = 3 Zl Z Pr [x(vh, 0, M) = 1]. (1.45)
U102 w= V1,02,
Wt(1)|=w,
Wt ()| =w,

SP(¥1)NSP(72)=0
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Par la Proposition 3, nous pouvons estimer la somme pour un w fixé :

> Pr[x (71,75, M) = 1] < (1.46)

71,72, | W (7)) = WE(52)|=w,
SP(#1)NSP(¥2)=0

2 (@)i ' <@)Z < (1.47)

U1,72,
SP(v1)NSP(v2)=0,
(Wt (@)= Wt()|=w
2
2

= é Z (%)4 = (1.48)

—

V1,

wt (71)=w wt(71)=w,
ISP(#1)|=s
v 1 /8\5)
n\ [fw— 4
= — ] 1.49
=06 a4

—

L’inégalité entre (1.47) et (1.48) a été obtenue en abandonnant la condition sp(¢) Nsp(th) =
(. La derniére égalité est une conséquence du fait qu’il y a (75’) (1;’__11) vecteurs 7; de poids w
et avec |sp(¥)| = s : il faut d’abord choisir s positions parmi n et mettre w objets dans s
boites de maniére a ce qu’elles soient toutes non vides.

Il nous suffit de trouver un k tel que la somme (1.49) soit plus petite que 2/d. Dans ce
cas, la somme (1.45) devient plus petite que 1 et notre but est atteint. Pour trouver un tel

k on a besoin de calculs supplémentaires.

Deuxiéme étape.
Nous allons trouver un & tel que :

()G <

s$=

Théoréme 8 [] existe des constantes absolues Cy,Cy, Cs telles que pour tout 1 < w < d
linégalité (1.50) est vérifiée avec k = k(n,d) borné supérieurement par :

4min(n, d) log (C; - mested)

k(n,d) < + C3logd. (1.51)

log min(n, d) + Cs

Démonstration. La somme dans (1.50) est croissante en w. Il suffit alors de considérer le

cas w = d. Comme (f:ll) < (1;’), nous transformons la somme :

SOEDE) ==OO0E) o

s=1 s
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Les coefficients binomiaux imposent les inégalités s < n et s < d. Soient ¢ = max(n,d) et
b = min(n, d). Il nous suffit de trouver un £ tel que :

SO0 )"

s=1

Comme b est inférieur ou égal & d, il suffit de trouver un £ tel que :

Vs, 1 < s<b, (Z) (i’) (%)M < d—\\//%. (1.54)

La derniére équation est équivalente a :

Vs, 1<s<b, k> 4logy,s (( )( )%) (1.55)

Evidemment, pour un & plus grand que 4 max, log, /8 (( )( )Tf) I'inégalité 1.55 est satis-

faite. Nous estimons le maximum comme :

a\ (b dvd a b dv'd
max logy, s ((s) (s) W) < fg?;ibloggs/s (s) + max 108ys /s (s) + logg g N (1.56)

La fonction (S) est décroissante en s pour s > b/2, donc max;<s<p1ogg, /s ( ) est atteint pour
s* < b/2. En utilisant cette observation et ’estimation (;) < (%)Y on obtient :

1 b + max lo “) < max lo b\’ + ma; lo (ea)
maXx 1O X X — X .
1<s<b Bos/8 s 1<s<b Bos/8 s) T 1<s<b/2 Bos/s S 1<s<min(b,a/2) Bos/8

Par une simple analyse, on démontre que le maximum est atteint pour s = b/2 et s =
min(b, a/2). L’estimation finale est :

b(log(2)+1) a(log(2)+1) 3log d—log 2 .
k _ | 2@lgs-4logzriogh) T 22logs—tlog2tloga) T 22log3—3l0g2) S b<a<2b,
4 - b(log(2)+1) + b(log a—log b+1) + 3log d—log 2 sia> 2
2(2log 3—41log 2+log b) log b+21log 3—3log 2 2(21log 3—3log 2) = ’

On peut unifier ces deux cas en :

b < 4b(log% + %(logQ +1))

52logd. 1.57
- 2log3—4log2+logb+ ©8 (1.57)
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1.4.3 Borne inférieure

Dans cette section nous présentons une borne inférieure pour le probléme de reconstruc-
tion d’un vecteur a poids borné. Cette borne est obtenue par la méthode d’estimation de la
variance. Le résultat le plus important pour nous est que cette borne est a un facteur 2 prés
la borne supérieure obtenue dans la section précédente. Il est probable que cette borne est
effectivement la borne asymptotique exacte.

Considérons ’ensemble A, défini par

n

A=A(n,d)={(dy,...,d,)" | d; e NU{0} et » d;=d} (1.58)

i=1

comme un espace probabiliste uniforme. Ici nous ne considérons pas de vecteurs & poids

plus petit que d. Pour un vecteur aléatoire @ = (dy,...,d,) € A, il est facile de calculer
Pr[d, =1] :
(n—|—d—2—i)
Pr{d, = i] = "2, (1.59)
( n—1 )
et donc
d n—1 (n+d)d
Eld;| = — et Var|d;| = . . 1.60
4] = = et Varjg] = 22 (1.60
Soit ¥ = M -, out 7 = (v1,...,v;)". Notre premier but est d’estimer la variance Var[v;].

Supposons qu’exactement m éléments sont non nuls dans la i-iéme ligne de la matrice M.
La structure symétrique de A implique que

Var|v;] = Var|d;, + ---+d;, | = Var[d, + - - - + dp,].

Par suite,
Var[v;| = Z Var|d;] + Z Cov|d;, d;],
i=1 ij
ou Cov[d;, d;] = E[d; - d;] — E[d;] - E[d,]. Un calcul direct donne une formule explicite pour la
variance Var[v;] :

R ==
_don+ad o _dntd n?
=@y ™ TS ey T (1.61)

Par la linéarité de I'espérance on obtient :

Egen [Z(ui _ E[UZ-])ZI < kw. (1.62)
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En utilisant I'inégalité de Chebyshev on a :

k

d(n+d) 1
P —Eu])? < b—2| > -. 1.63
Ainsi, il y a au moins %(”:ﬁl) vecteurs ¢ qui appartiennent & une sphére de dimension & et

k-d(n+d)
2(n+1)
pour une certaine constante c;. Par un argument de volume, on obtient :

(cld(n—kd))kﬂz%(n—kd—l) (1.64)

(n+1) n—1

/
de rayon . Il est connu que le volume d’une sphére de dimension £ est <%) ,

Alors
min(n — 1, d) log <1 + w)

min(n—1,d)

1.65
logd +log (1 + ;%) + loge (1.65)

Fixons un € > 0. Il est facile de vérifier que la partie droite de I'inégalité (1.65) est 2(n) si
d > n'te. Comme il y a une solution triviale de complexité n, nous ne considérons plus ce
cas et nous supposons que d < n'T¢. Par conséquent, on peut simplifier la borne (1.65) :

Théoréme 9 Il existe une constante absolue c, telle que si n est suffisamment grand et
d < n'*¢, la fonction k(n + 1,d) est bornée inférieurement par :

min(n,d)

k(n+1,d) > 2

. 1.66
(1 4 2¢) log min(n, d) + ¢ (1.66)

O

1.4.4 Construction explicite

Le but de cette Section est de proposer un algorithme effectif de construction d’une
matrice de séparation pour un ensemble de vecteurs a poids borné.

Notons tout d’abord que le Théoréme 8 fournit un algorithme probabiliste pour construire
une matrice de séparation. Pour cela il suffit de choisir les élément de la matrice £ X n au
hasard entre 0 et 1 avec la probabilité 1/2. Si k > k(n, d), la probabilité que cette matrice
satisfasse les contraintes tend vers 1 quand le paramétre £ augmente.

Nous présentons maintenant une construction déterministe qui utilise la décomposition
d’un nombre entier en produit de facteurs premiers. Soit {ay, ..., a,} un ensemble de nombres
entiers, tel que a; < 2 pour tout 7. Soit bﬁ(x) une fonction qui donne la représentation
binaire du nombre x sous forme d’un vecteur de taille k¥ (pour x < 2¥). Par exemple Wl(ﬁ) =
(0,1,1) si k = 3. Notons la propriété suivante que nous allons utiliser par la suite :

si Zm(az) = Zm(aj), alors Zai = Za]-. (1.67)

iel jed i€l jed
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Considérons maintenant un ensemble A de vecteurs. Si les éléments a; sont tels que pour
tous les vecteurs 7 = (vy,...,v,) € A chaque somme Y . v; - a; est unique, alors la matrice
dont les colonnes sont les vecteurs bin(a;), est une matrice de séparation pour A.

Nous appliquons cette idée a I’ensemble des vecteurs de poids borné A(n, d). Pour construire
Pensemble {ay, ... ,a,} notons que si a; = logp; € R pour un ensemble de nombres premiers
distincts p; € P, alors pour tous vecteurs 7 = (vy,...,v,) € A et & = (wy,...,w,) € A, le
théoréme de la décomposition d’un nombre entier en produit de facteurs premiers implique
que :

Xn:aivz X:a,wZ = Hp”’—Hp = J=1. (1.68)
i=1

Evidemment, ceci ne donne pas immédiatement une solution car les logp; ne sont pas des
nombres rationnels. L’idée est donc de tronquer les log p; & une certaine décimale de fagon
a préserver la propriété (1.68). Pour calculer cette décimale, nous devons estimer la valeur e
définie par ’équation suivante :

€ = min , ou U, W € A. (1.69)

TAT

n n
E a;V; — E a;W;
i=1 i=1

Ensuite, nous posons a; = L?k In p,-J, ou k est choisi plus tard.
Considérons deux vecteurs A = (Ay,...,A,) et A = (Ay,...,A,) on A; = 2FInp;, et
A; = | 4;]. Par l'inégalité triangulaire, pour tout ¥, € A(n,d) on a :

(A, 7) = (A, 0)| + [{4,9) = (A, 9)| + (4, @) — (A, 0)| > [(4,7) — (A, @)| > 2% (L.70)
Comme |A; — | 4;]| < 1, alors [(A,7) — (A, 7)| < |(I,7)] < d et :

(A, T) — (A, @)| > 2%e — 2d. (1.71)

I suffit donc de prendre k > log, £ +1og,(2d+1) pour obtenir [(4, 7) — (A, @)| > 1 et utiliser
'ensemble {A;} pour construire la matrice de séparation pour A(n,d). Pour estimer e nous
utilisons "approximation suivante. Soit {p;}? ; les n premiers nombres premiers. D’aprés le
théoréme des nombres premiers [Bak84|, p,, ~ nInn. En vertu du théoréme des accroissement
finis : In(z) — In(y) = £(z — y) ou £ € [x,y]. On a donc :

13
In (pr’) —1In (Hpi‘”) > Hp Hp (1.72)
i=1 i=1 pmax — pmax
et k =logy(nlnn)? +1n(2d + 1) = (1 + o(1))d log, n. 0

Remarque : Il faut noter que cette construction ne peut pas étre améliorée si on cherche
a; dans Z. Il est facile d’établir une borne inférieure pour la taille de a;, notamment il faut
que d - (max;a;) > card(A(n,d)), d’ou log,(max; a;) > dlogyn si d est suffisamment petit
par rapport a n.
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Conjecture : On conjecture qu’il est possible d’améliorer cette construction si au lieu de
log p; on considére les séries de Taylor des logarithmes de polynémes irréductibles log p;(x) =
Z;’io ci,jacj en une seule variable. Si les coefficients ¢; ; sont codés succinctement et pour tout
U,W € A le degré deg(d> i, vilogpi(z) — >_;_, w;logpi(x)) n’est pas trop grand, il sera
possible de « tronquer » les séries log p;(x) jusqu’au terme d’un certain degré pour que la
matrice obtenue de telle fagcon posséde la propriété de séparation pour A. Malheureusement,

il est difficile de trouver pour ce cas une équation analogue a (1.72).

1.5 Conclusions et questions ouvertes

Dans cette section nous avons étudié trois variantes du probléme de pesage de piéces
dans le modéle additif.

Pour le probléme d’identification de d fausses piéces parmi n, étudié dans la Section 1.2,
nous avons obtenu une nouvelle borne supérieure. Ce résultat avait été présenté dans I’ar-
ticle [GK97b).

Dans la Section 1.3 nous avons traité le probléme d’identification de fausses piéces dont
le nombre peut étre arbitraire, ainsi que leurs degrés de fausseté. Ici, nous avons généralisé
des résultats de Lindstrom présentés dans ses articles [Lin65, Lin75, Lin71]. Dans un cas
particulier (probléme de Soderberg et Shapiro), une construction basée sur les treillis booléens
avait été présentée dans [Lin75, Aig88, DH93|. Dans [ES74| on peut trouver une construction
probabiliste pour ce probléme (de complexité Aice —). Une borne inférieure pour le probléme
de Soéderberg et Shapiro avait été établie dans fes mémes articles et livres. Nous I’avons
généralisée pour le cas général.

Finalement, dans la Section 1.4, nous avons étudié le probléme de reconstruction de
vecteurs a poids borné. Ce probléme généralise les deux probléme précédents qui étaient
jusqu’alors considérés séparément. Cette généralisation est d’autant plus intéressante que les
bornes supérieures pour les deux problémes précédents sont toutes les deux des conséquences
de la borne supérieure pour le probléme en question. Ces résultats ont été présentés dans
Particle [Gre98].

Pour les problémes de pesage le modéle additif est un modéle fort : méme dans le cas
non—adaptatif, il permet d’atteindre la borne inférieure de la théorie de 'information & une
constante multiplicative prés. De plus, les algorithmes non-adaptatifs ont dans ce cas une
particularité trés intéressante. Supposons que le nombre de fausses piéces est borné. Suppo-
sons maintenant qu’au lieu de chercher toutes les fausses piéces, on cherche & exhiber un des
fausses piéces. Intuitivement, ce probléme parait plus facile que le probléme de départ. Or,
I’additivité de notre modéle implique le phénomeéne intéressant suivant : trouver un repré-
sentant des fausses piéces n’est pas plus facile que de les trouver toutes. Pour le démontrer,
supposons que nous avons un algorithme non-adaptatif qui trouve une des piéces fausses.
Aprés que l'algorithme ait trouvé cette piéce, nous pouvons modifier les réponses comme
si cette piéce était authentique au départ. Plus précisément, on soustrait 1 de la réponse a
chaque question qui contient cette piéce. Le nouveau vecteur de réponses permet de déter-
miner une autre fausse piéce. Nous itérons cette procédure jusqu’a ce que toutes les fausses
piéces soient identifiées. Cela montre que la complexité de détermination d’une fausse piéce
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est la méme que celle de la reconstruction compléte. Evidemment, ceci n’est pas le cas pour
les algorithmes adaptatifs.
Cette observation nous permet parfois d’établir des bornes inférieures intéressantes :

Exemple 1.5.1 Supposons que les objets {a, ..., a,} sont coloriés en deux couleurs (noir
et blanc). Une question est un sous—ensemble d’objets. La réponse est le nombre de couleurs
présentés par ces objets (1 si les objets ont la méme couleur et 2 s'il y en a deux de couleurs
différentes). Supposons que notre but est de trouver deux objets de couleur différente d’une
maniére non—adaptative. Ce probléme sera étudié dans le Chapitre 3 dans le contexte de la
reconstruction de partitions.

Considérons maintenant le modéle plus fort o la réponse indique le nombre d’objets
noirs dans la question. En utilisant ’argument de la discussion précédente, on voit que dans
ce modéle il est aussi difficile de trouver un objet noir que tous les objets noirs. D’autre
part, le probleme de trouver tous les objets noirs est en fait le probléme de Séderberg et
Shapiro étudié dans la Section 1.3. En particulier, la borne inférieure Q(27) a été obtenue
pour ce probléme. Ceci implique immédiatement la méme borne inférieure pour le probléme
de départ.

Dans le Chapitre 3, nous établirons une borne inférieure plus forte (5 — 1) pour le pro-
bléme de recherche de représentants de chaque couleur. O

Les résultats obtenus dans le présent Chapitre forment une base pour la solution de
problémes que nous considérons dans les chapitres suivants : reconstruction de graphes et de
partitions.

Un des problémes principaux qui reste ouvert est celui de la construction d’un algorithme
explicite optimal pour la reconstruction de vecteurs a poids borné. Il serait également inté-
ressant de trouver I'asymptotique exacte de la complexité de ce probléme qui tient compte
du facteur multiplicatif. Nous conjecturons que la borne du Théoréme 9 est exacte.



Chapitre 2

Reconstruction de graphes

La recherche combinatoire de graphes se distingue des autres domaines de la recherche
combinatoire par le nombre important des modéles. La plupart de ces modéles sont motivés
par des problémes pratiques. Notons que les problémes de pesage de piéces sont fonda-
mentaux pour les problémes de reconstruction des graphes. On peut considérer ces der-
niers comme une généralisation de problémes de pesage. L’intérét pour les problémes sur les
graphes s’explique aussi par les liens étroits qui existent avec des domaines classiques tels
que la combinatoire, la topologie et 'informatique.

Ce chapitre est divisé en deux parties. Dans la premiére, nous décrivons les directions
principales de la recherche combinatoire sur les graphes. Ici nous distinguons trois direc-
tions classiques. Evidemment, il est impossible de donner une présentation exhaustive des
méthodes et des résultats dans ce domaine. Cela a été partiellement fait dans deux mo-
nographies [Aig88, DH93|. Par conséquent, nous ne considérons que les résultats les plus
représentatifs. Dans la deuxiéme partie nous démontrons les nouveaux résultats obtenus par
I’auteur dans le domaine de la reconstruction de graphes. Le modéle considéré est une ex-
tension naturelle des modéles classiques. Comme dans le cas des problémes de pesage de
piéces, nous considérons 'effet sur la complexité de la possibilité d’obtenir une information
quantitative. Les résultats obtenus utilisent essentiellement de nouveaux résultats sur la re-
construction d’un vecteur a poids borné. Ces résultats seront également utilisés dans un
chapitre consacré a la reconstruction de partitions.

2.1 Etat de I’art et tour d’horizon

2.1.1 Principaux modéles de recherche combinatoire de graphes

Une des particularités de la recherche combinatoire de graphes est que la majorité des
modeéles considérés permettent d’obtenir une certaine information sur les arcs, alors que les
questions correspondent & des sous—ensembles des neuds. Cependant, il est impossible de
poser une question sur n’importe quel sous—ensemble d’arcs. Un sous—ensemble de nceuds
définit un sous—ensemble d’arcs d’une forme trés spéciale, notamment un sous—graphe qui
est isomorphe & un graphe complet. Par conséquent, il est impossible d’appliquer de maniére
directe les méthodes développées pour les problémes de pesage de piéces.

33
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Nous distinguons trois directions classiques de la recherche combinatoire de graphes et
présentons les résultats les plus importants pour chacune d’entre elles :

Recherche d’un arc dans un graphe donné Dans ce modéle, nous avons un graphe
G = (V,E) dont un des arcs e* € E est « défectueux ». Pour le trouver, nous effectuons
des tests sur les sous-ensembles de nceuds Q C V. Si e* € G|g, c’est-a-dire e* € Q x @, la
réponse sera Vrai. On obtient Faux dans le cas contraire. La complexité de reconstruction
est définie comme le nombre des questions nécessaires dans le pire des cas. Si nous pouvions
tester n'importe quel sous—ensemble d’arcs, le probléme se transformerait en un probléme
de recherche d’une fausse piéce dans un ensemble de n objets, que 'on sait résoudre par
I’algorithme de recherche binaire. Dans ce modéle, cela n’est pas possible car les ensembles
a tester ont la forme (@) x @) N E pour un sous—ensemble Q) C V.
Les particularités principales de ce modéle sont les suivantes :

— le graphe de recherche est fixé a I’avance et donc connu,

— le but est de trouver un arc dans ce graphe,

— chaque question peut comprendre plusieurs noeuds.

Reconstruction de graphes d’une classe donnée Une classe de graphes G = U,,G,, est
fixée, ou G, est un ensemble de graphes a n noeuds étiquetés. Le probléme est le suivant :
pour un n donné il faut reconstruire un graphe G' € G,, a I’aide de questions du type : « est-ce
qu'un arc (4,7) appartient & G ? ». Evidemment, la structure combinatoire de G, définit la
complexité du probléme. La complexité du probléme pour la classe G est définie comme une
fonction paramétrée par n.
Les particularités principales de ce modéle sont les suivante :

— l’espace de recherche est une classe des graphes G,

— pour chaque n on a un sous—ensemble de graphes G,,

— on cherche a reconstruire un graphe G € ¢, entiérement,

— les questions concernent toujours deux nceuds (un arc possible) de G.

Vérification de propriétés de graphes Ce modéle est proche du précédent. Une classe
de graphes G = U,G, est fixée, ol G, est un ensemble de graphes & n noeuds étiquetés.
Pour un graphe G avec n noeuds, nous cherchons a vérifier si G € G,,, sans nécessairement
reconstruire le graphe GG. Dans ce modéle on peut poser des questions du type : « est-ce que
(1, 7) appartient & F(G) pour deux nceuds donnés i et j 7 ».
Les particularités principales de ce modéle sont les suivantes :

— le but est de vérifier si G € G,

— ce probléme est complétement différent du probléme de la reconstruction de G étant

donné que G € G,,
— les questions concernent toujours deux noeuds (un arc possible) de G.
Nous considérons maintenant chaque modéle de fagon plus détaillée.
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Quelques définitions

Tous les graphes considérés sont finis et non orientés. On va adopter la notation suivante :
étant donné un graphe G, on note V(@) pour ’ensemble de nceuds et F(G) pour ’ensemble
d’arcs du graphe G. On note G = (V, E), E C V x V, pour un graphe avec I’ensemble des
nceuds V' et 'ensemble d’arcs E. Un graphe G est biparti s'il existe un ensemble V; C V(G),
tel que

E(G) c Vi x (V(G)\ V).

Les ensembles V; et V(G)\V; sont deux parties du graphe G. On note (V1, Vs, E), E C Vi x Vs,
pour un graphe biparti a deux parti V5 et V; avec I’ensemble d’arcs E. Un couplage (ou
matching en anglais) est un graphe tel que le degré de tout noeud est 1. Ce graphe est
nécessairement biparti. Le degré d’un nceud v dans un graphe G est noté degq(v) ou deg(v)
s'il n’y a pas d’ambiguité.

2.1.2 Recherche d’un arc dans un graphe donné

Le premier modéle que nous allons considérer est la recherche d’'un arc « défectueux »
dans un graphe donné. Ce modéle est appelé booléen, comme chaque question fournit une
réponse de type Vrai ou Faux. Ce probléme a été étudié par plusieurs auteurs et des résultats
trés précis ont été obtenus [AT, DH93, Aig88].

Le probléme de la recherche d’un arc défectueux dans un graphe est une généralisation
naturelle du probléme de pesage. Etant donné un graphe G = (V, E), avec V I’ensemble
des nceuds et E l'ensemble des arcs, comment trouver un arc e* = (¢,7) avec un nombre
minimum de questions ? Ici, chaque question @ est un ensemble de nceuds (Q C V) et la
réponse est Vrai si et seulement si e* € () X (). Dans le cas contraire la réponse est Faux.

Pour étre cohérent avec la notation de [DH93|, la complexité dans le pire des cas sera notée
par M[1,G].

Exemple 2.1.1 Le graphe représenté sur la Figure 2.1 a sept neeuds et sept arcs. L’arc
(4,5) est défectueux. Les réponses auz questions Q = {2,3,4} et Q = {6,7} sont Faux. La
réponse pour ’ensemble de neuds @ = {3,4,5} est Vrai, car l'arc défectueux est (4,5).

A priori, chaque arc peut étre défectueux, il est donc nécessaire de poser au moins
[log, |E'|] questions dans le pire des cas pour le trouver. Dans [Aig88|, il a été conjecturé que
la complexité M1, G| de ce probléme peut étre bornée supérieurement par

M[1,G] <log, |[E(G)| +c¢, (2.1)

pour une constante c. La conjecture a été résolue affirmativement par Althofer et Triesch [AT].
Ils ont démontré que pour n’importe quel graphe G

M[1,G] < [log, E(G)] + 3. (2.2)

L’idée de la preuve est de considérer un sous—graphe biparti H = (A, B, F),ou F C A X B,
de G tel que |F| est maximum. Ici A,BCV, ANB=0et F=EN(AX B). Dans ce cas,
en supposant que |[EN (A x A)] < |EN (B x B)|, on peut démontrer, en utilisant le choix
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F1G. 2.1 — Recherche d’un arc dans un graphe

de H, que |EN (B x B)| < 3|E| et |[EN (A x A)| < ;|E|. Maintenant, 'arc défectueux se
trouve soit dans le graphe G[B] = (B, EN (B x B)), soit dans G[A] = (A, EN (A x A)), soit
dans le graphe biparti H = (A, B, F). Finalement, par induction sur |E| et puisque dans un
graphe biparti un arc défectueux peut étre déterminé par [log, |F'|| + 1 questions, ce que
nous démontrerons dans un instant, on obtient la proposition. On peut trouver les détails
de cette preuve par induction dans [DH93, pp. 205-207]. O

Remarque 1 On ne connait pas d’exemples de graphes qui demandent au moins log, F(G)+
2 de questions, mais il existe une classe infinie de graphes, tels que M([1,G]| = [log, |[E(G)|] +
1. On peut choisir de tels graphes parmi les graphes complets (voir [DH93, p. 206]). En
conséquent, on conjecture que pour tout graphe G, il est vrai que M[1, G] < [log, |E(G)|]+1.

La situation pour la classe des graphes bipartis est caractérisée par un autre théoréme
de Althofer et Triesch [AT], [DH93, p. 204] :

Théoréme 10 La complexité de la recherche d’un arc défectueur dans un graphe biparti
satisfait I'inégalité suivante :

M1, G] < [log, |E(G)[] + 1. (2.3)

La démonstration repose sur la proposition suivante :

Proposition 5 Soit {a;}?, (n > 2) un ensemble de nombres entiers positifs. On suppose
qu’il existe un entier t tel que
n
D 2t =2t
i=1

Alors il existe un sous—ensemble I C {1,2,...,n} tel que

o= Y 2u =2t

iel jen\I
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La démonstration est par induction sur n (voir [DH93|). O

La démonstration du Théoréme 10 comporte trois étapes. Soit G = (A, B, F) un graphe
biparti. D’abord, nous ajoutons des arcs et si nécessaire des nceuds, pour que deg(v') =

o[loga deg(v)] pour tous les nceuds de la partie A. Il est évident que |E(G")| < 2 - |E(G)|.
Ensuite, nous ajoutons des arcs isolés pour que le nombre total des arcs soit 2/'082 [F(G)IT,
Enfin, nous utilisons la Proposition 5 pour diviser le nombre d’arcs par deux & chaque étape.
La borne du Théoréme 10 est immédiate. Les détails sont dans [DH93, pp. 203-205] O

Conjecture : Chang et Hwang [DH93| ont conjecturé que pour tout graphe biparti G, on
a en fait :

M1, G] = [log, |[E(G)|]. (2.4)

O

Il est intéressant d’étudier la généralisation de la recherche d’un arc défectueux dans un
graphe au cas de d arcs défectueux. Ici, le nombre de configurations possibles est ('ZJ |). Dans le
modéle booléen les réponses seraient Vrai ou Faux selon que le sous—ensemble testé contienne
au moins un arc défectueux ou non. Comme deux réponses seulement sont possibles, on a
I’estimation suivante :

E(G EG
M[d, G] > log, <| (d ”) > dlog, ZEI (2.5)
Chang et Hwang [DH93| ont conjecturé qu’en fait :
E
Mld,G] <d (log2 | (dG)‘ + c) , (2.6)

pour une constante c.

Une autre généralisation possible est la version additive du probléme : chaque question
révéle le nombre d’arcs défectueux dans le sous—graphe correspondant a la question. Ce mo-
déle plus général n’a pas été suffisamment étudié et nombre de problémes ouverts subsistent
dans ce contexte.

Recherche combinatoire dans les arbres binaires

La recherche combinatoire sur les arbres peut étre considéré comme un cas particulier de la
recherche d’une seule fausse piéce dans un ensemble de n piéces. Nous considérons ce modéle
particulier grace aux résultats intéressants qui ont été obtenue par [Pra75, Spi71, Riv77].

Ce modéle impose des restrictions sur le choix de questions. Plus précisément, étant
donné un arbre T avec n feuilles, dont I'une est défectueuse, comment trouver cette feuille
défectueuse si chaque question correspond a un sous—ensemble de feuilles enracinées dans un
nceud de cet arbre? La réponse est Vrai si la feuille défectueuse est dans cet ensemble. Ce
probléme a fait I’objet de nombreuses recherches.
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FiGc. 2.2 — Recherche dans un arbre binaire

Il a été démontré que la borne donnée par la théorie de I'information peut étre atteinte a
une constante multiplicative prés. Soit 7T}, un sous—arbre enraciné dans un nceud v d’un arbre
T et soit |T,| le nombre des feuilles de ce sous—arbre. Alors, Pratt [Pra75] et Spira [Spi71]
ont démontré que :

Proposition 6 Dans chaque arbre binaire non vide T il existe un neud v tel que le nombre
des feuilles dans le sous—arbre enraciné dans v satisfait I’inégalité suivante :

|75
T

< =< (2.7)

wl =
[GVRIN )

Avec cette proposition, on obtient que la complexité de la recherche d’une feuille défectueuse
dans un arbre est borné supérieurement par logs, [T|. Cette borne n’est pas exacte. En
utilisant des arguments plus astucieux, Rivest [Riv77, DH93| a obtenu la borne suivante :
min{k + 1 | |T| < Fi43}, ou Fj est le nombre de Fibonacci. O
La Proposition 6 peut étre illustrée par ’exemple suivant :

Exemple 2.1.2 L’arbre T a sept feuilles {1,2,3,4,5,6,7} et siz neeuds intérieurs {a,b,c,
d,e, f} (voir la Figure 2.2). La feuille 3 est défectueuse. Le sous—arbre enraciné dans le neud
e contient entre % et % de feuilles, et le neeud e est le seul & posséder cette propriété. La
réponse pour le neeud e est Vrai et pour le neud f la réponse est Faux. Cette information

est suffisante pour identifier la feuille fausse.

2.1.3 Reconstruction d’un graphe d’une classe donnée

Dans la section précédente nous avons considéré le probléme de la recherche d’un seul
arc défectueux dans un graphe connu. Maintenant nous considérons le probléme de la dé-
termination d’un graphe inconnu G au moyen de questions du type : « Est-ce que e = (i, j)
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est un arc du graphe G'7 ». Pour que le probléme ne soit pas trivial, nous supposons que G
est pris dans une classe de graphes G. Intuitivement c’est la structure combinatoire de G qui
détermine la complexité de la reconstruction d’un graphe de cette classe.

1 B 3 B
D C
A B A B
? ou
D C C D C
faux vrai

F1G. 2.3 — Identification d’un graphe d’une classe donnée

Exemple 2.1.3 Supposons que la classe Gy a trois graphes, notamment tous les circuits
hamiltoniens possibles sur quatre neeuds (voir Figure 2.3). Supposons que notre premiére
question est « (A, D) appartient 6 G ? ». Si la réponse est Faux, le graphe inconnu est égal

au graphe numéro 3. Dans le cas contraire, il reste encore deux possibilités : les graphes 1 et
2.

Pour la plupart des problémes de ce type il est trés difficile d’établir des bornes inférieures
et supérieures non triviales. La borne par la théorie de I'information est souvent trés loin des
bornes que I’on peut obtenir par d’autres méthodes. Néanmoins, il existe une méthode qui
donne souvent des résultats trés précis. Cette méthode réduit un probléme de la recherche
combinatoire & un probléme de théorie des ensembles extrémaux [Bol78| et fournit des bornes
presque exactes. Cette technique a été développée dans les travaux de M. Aigner et E. Triesch
|Aig88, AT88a, AT88b, Aig86].

Pour expliquer leur méthode, considérons notre probléme comme un jeu entre deux parties
A et B. Le but du joueur A est de reconstruire le graphe G par un nombre minimal de
questions. Le but du joueur B est de reporter le succés du joueur A au plus tard possible. Le
jeu est divisé en étapes. A chaque étape, le joueur A transmet un message au joueur B qui
répond avec un autre message au joueur A. Cet échange constitue une étape du jeu. Etant
donné une classe G de graphes, soit L(G) la complexité dans le pire des cas, c’est-a—dire la
longueur du jeu pour tous les graphes de . Nous sommes intéressés par une borne inférieure
pour L(G).

Exemple 2.1.4 Considérons la Figure 2.4. Soit G la classe des circuits hamiltoniens. A
chaque instant, le joueur A peut décomposer l’ensemble des arcs en les trois sous—ensemble
suivants :
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F1G. 2.4 — La recherche du cycle hamiltonien

— l’ensemble E_ des arcs qui ne doivent pas appartenir au graphe G, c’est—a—dire que
e € E_ si et seulement si aucun graphe G compatible avec les réponses déja obtenues
ne contient l’arc e,
— l’ensemble E, des arcs qui dotwent appartenir a G,
— l’ensemble Ey des arcs pour lesquels 'appartenance au graphe n’est pas encore déter-
minée.
Evidemment, il est inutile de poser une question sur les arcs de ’ensemble (E_UEY).

Aigner et les autres ont proposé la stratégie suivante pour le joueur B :

Stratégie gloutonne : Dire Faux s’il y a au moins un graphe dans ¢ qui est compa-
tible avec cette réponse et toutes les réponses précédentes.

A la fin du jeu on peut décomposer le graphe G en trois sous-graphes dont les ensembles
d’arcs sont disjoints. Le sous—graphe GG est le sous—graphe composé des arcs pour lesquels la
réponse était Vrai. Le sous—graphe (G est le sous—graphe composé des arcs qui ne sont pas
apparus dans les questions. Alors le graphe (V, E(G1) UE(Gy)) contient un seul représentant
G* de la classe G tel que l'ensemble des arcs E(G*) est un sous—ensemble de I'union des
ensembles E(Gy) et E(G) :

E(G*) C E(G1) U E(Gy).

Soit, m(G) le nombre maximal d’arcs parmi tous les graphes qui contiennent un seul sous—
graphe dans G :

m(G) = max(|E(G)| | il existe unique G* tel que E(G*) C E(G) et G* € G).
On peut donc estimer le nombre des arcs dans G par I'inégalité suivante :
|E(Go)| < |E(G1UGo)| <m(G). (2.8)

Soit L(G) le nombre de questions qui ont été posées pour déterminer le graphe G. Par
définition de Gy, L(G) + |E(Go)| = (}), donc :

(Z) = L(G) + |E(Gy)| < L(G) + m(G). (2.9)
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Comme cette inégalité est valide pour tout G € G, on a :

19)2 () - m(o). (2.10)

L’exemple suivant est donné dans [Aig88] :

Exemple 2.1.5 Un graphe G' est une étoile si et seulement si G = Ky ,_1. Soit G = St,
la classe des étoiles a n neuds. Soit G un graphe ne contenant qu’une seule étoile comme
sous—graphe. Alors dans G, il existe un seul neceud de degré n — 1 et tout les autres sont de
degré < n — 2. Par conséquent on peut estimer m(St,) :

m(Stn) < ((n—1) + (n—2)(n—1))/2 = (n - 1)*/2,
et L(St,) = L(G) > (3) — [(n—1)%/2], donc L(St,) < [%51]. Dans [Aig88], on démontre

2
que cette borne est en effet exacte.

Avec cette technique les résultats suivants ont été démontrés [Aig88| :

Couplages : Soit M la classe des couplages dans un graphe avec n nceuds (avec n pair).
Alors L(M) = @.
Arbres : Soit 7 la classe des arbres & n nceuds (et donc n — 1 arcs). Dans ce cas L(7T) =

(5) — 1.

)

Graphes bipartis : Soit B, la classe des graphes bipartis connexes a n nceuds. Alors
L(B,) = (g)

Circuits hamiltoniens : Pour la classe des circuits hamiltoniens #,,, on a m(#,) = {"1 +

1 et donc L(H,) = o=l {EJ -1 4

2 4

On voit, que dans la plupart des cas la complexité est 2(n?), alors que la borne inférieure
obtenue par la théorie de I'information est de 'ordre 2(nlogn). Dans la suite nous prouve-
rons, que dans le modéle additif qui permet de tester plusieurs arcs a la fois, la situation
est complétement différente : la complexité devient linéaire, ce qui correspond a la borne
obtenue par la théorie de I'information a une constante multiplicative prés.

2.1.4 Vérification d’une propriété de graphes

Les méthodes développées pour le probléme de la vérification de propriétés de graphes
sont importantes dans le domaine de la recherche combinatoire. Supposons que deux joueurs
fixent une fonction booléenne a n arguments f(z1, zs, ..., x,). Le joueur B choisit un n—uplet
(23,25, ..., 2)) et évalue ¢ = f(x},x3,...,2}). Le but du joueur A est de trouver la valeur ¢
en un nombre minimal de questions. Ici, chaque question que le joueur A pose au joueur B
est de la forme « Quelle est la valeur de z; 7 » La complexité dans le pire des cas est notée
C(f). On a C(f) < n. En fait, la complexité C(f) est égale a la taille de ’arbre de décision
pour f. Les fonctions f pour lesquelles C(f) = 0 sont dites triviales. Les seules fonctions
triviales sont f = Faux et f = Vrai.

Considérons un exemple :

flxy,2e,...,20) =21 VX V- -V Ty
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Dans le pire des cas le joueur B dira x; = Faux jusqu’a la derniére question. Le joueur A
a donc besoin de poser n questions pour trouver la valeur de f. Par conséquent, C(f) = n.
Les fonctions dont la complexité est égale & n s’appellent insaisissables (elusive ou evasive
en anglais). Il est évident aussi qu’il existe des fonctions f avec la complexité 0 < C(f) < n,
par exemple f(z1,2,...,2,) = 1. Cet exemple a cependant la particularité que la variable
x1 est « privilégiée » parmi d’autres.

Il y a une classe de fonctions qui est particuliérement intéressante pour nous, a sa-
voir la classe des fonctions qui définissent des propriétés de graphes. Plus précisément,
étant donné n, la fonction f(z;;)i1<icj<n avec (g) arguments est une propriété de graphe
si pour toute permutation de n éléments 7 € S, il est vrai que f(x{1,93,---,%fij}s---) =
J(@{r@)m2)}s - - - > Tgm(i)n(j)}s - - - )- Pour chaque graphe G on peut définir f(G) comme f(z; ;)
ot z(; ;3 = 1 si et seulement si {¢,j} € G. La propriété est monotone si la fonction f est
monotone.?

La conjecture bien connue de Aanderaa—Karp—Rosenberg (AKR) dit que toute propriété
non triviale et monotone de graphe est insaisissable. La conjecture a été démontrée dans le
cas oll n est un nombre premier. Il est connu que la condition de monotonie est indispensable.
Dans le cas oll n n’est pas un nombre premier on peut obtenir une borne inférieure Q(n?)
pour la complexité de la vérification de la propriété f. Pour plus d’informations on peut
consulter [Lov94| ou [Aig88, DH93|.

Ces résultats montrent que si on s’intéresse a la vérification d’une propriété, la complexité
peut étre trés élevée (Q(n?)). Récemment, une approche différente a été considérée dans le
contexte d’algorithmes aléatoires [GGR96, GRI7|.

On a le résultat surprenant suivant : il est possible de tester certaines propriétés de
graphes avec un degré de confiance non négligeable (par exemple 3), en un nombre constante
de questions, alors méme que pour la décision déterministe Q(n?) questions sont nécessaire
dans le pire des cas.

2.2 Reconstruction de graphes dans le modéle additif

Dans cette section nous présentons de nouveaux résultats sur la reconstruction de graphes.
Le modéle considéré est une généralisation du modéle de la reconstruction d’un graphe d’une
classe donnée décrit dans la Section 2.1.3. Le modéle que nous considérons est plus fort du
fait qu'une question peut porter sur plusieurs neuds du graphe. La réponse est le nombre
d’arcs du graphe a reconstruire qui appartiennent au sous—graphe déterminé par les nceuds
de la question. Nous appelons ce modéle quantitatif ou additif. Le résultat principal est une
démonstration d’existence d’un algorithme optimal pour la reconstruction de graphes dits
k—dégénérés. Cette classe inclut plusieurs sous—classes intéressantes, comme les arbres, les
graphes planaires, les graphes a degré borné, etc. D’abord nous établirons 'existence d’un
algorithme optimal pour la classe des graphes & degré borné. Ensuite, nous établirons le
résultat pour les graphes k—dégénérés.

2La fonction est dite monotone si Vi,j z;; < y;; implique que f(z;;) < f(yi,;). On suppose aussi que
Faux est plus petit que Vrai.
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2.2.1 Introduction

Rappelons que chaque modéle de la recherche combinatoire est défini par le type de
questions que I'on peut poser et le type de réponses renvoyées. Nous précisons donc d’abord
notre modéle. Jusqu’a la fin de cette section nous nous placerons dans le cadre du modéle
de questions suivant :

Définition 2.2.1 (Modéle Additif) Pour un graphe G = (V, E), chaque question est un
sous—ensemble de neuds Q@ C V. La réponse ug(Q) est le nombre d’arcs qui appartiennent
a E, c’est-a—dire

pe(Q) = [EN(Q x Q)| (2.11)

Nous appelons ce modéle additif ou quantitatif. La particularité de ce modéle est la possi-
bilité de tester plusieurs arcs en une seule question. D’autre part, I’ensemble des arcs testés
a une forme spéciale : les arcs forment un sous—graphe qui est isomorphe & un graphe com-
plet K|g. A priori, il n’est pas évident d’utiliser cette possibilité : si la question comprend
plusieurs noeuds, la valeur d’une réponse positive s’affaiblit, car elle ne contient aucune in-
formation sur les arcs qui donnent lieu & cette réponse.

Exemple 2.2.1 Le graphe sur la Figure 2.5 a sept neuds et siz arcs {AB, AD, AF, BC, EF,
FG}. La réponse ug({B, C}) pour une question {B,C} est 1. La réponse uc({E, F, G}) pour
une question {E,F,G} est 2.

F1G. 2.5 — Reconstruction de graphes : modéle additif

Soit une classe fixée de graphes G. L’arbre de décision étendu pour G est un arbre 7" tel
que :

1. Chaque feuille de T est étiquetée par un graphe G de G.
2. Chaque graphe G € G est présent parmi les feuilles.

3. Chaque nceud intérieur est marqué par un sous—ensemble (). Les arcs sortant de ce
nceud sont marqués par des nombres entiers. L’arc étiqueté par a qui sort de @Q; et
. N . Q,
arrive a (); sera noté Q; — Q;.
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4. Pour chaque chemin dans I’arbre 7" qui commence & la racine et termine par une feuille
G:
QBB B,

il faut que pe(Q;) = a; soit satisfait pour tout i.

Chaque algorithme de reconstruction d’un graphe pour la classe G est associé & un arbre
étendu de décision pour cette classe. La complexité d'un algorithme est la longueur maximale
d’un chemin dans T (la profondeur de I’arbre T'). L’algorithme est non-adaptatif si tous
les chemins ont la méme suite de questions. Notre but est d’estimer la complexité d’un
algorithme optimal pour une classe G de graphes donnés.

Dans la section suivante nous considérons la classe de graphes a degré borné et détermi-
nons sa complexité de reconstruction.

2.2.2 Reconstruction de graphes a degré borné

La classe des graphes a degré borné joue un role important dans les applications. Dans
cette section nous considérons la classe des graphes a degré borné par une constante d. Cette
classe G, comprend tous les graphes G & n nceuds, tels que degg(v;) < d pour chaque nceud
V; -

Le théoréeme central pour la reconstruction de graphes de cette classe est le suivant :
Théoréme 11 Supposons que le paramétre d est fizé et n — oo. Alors, on a

1. la classe Gn(d) des graphes a degré borné par d admet un algorithme de reconstruction
non—adaptatif de complexité O(d - n), et

2. celte borne supérieure est exacte a une constante multiplicative prés. La classe G,(d)
demande au moins Q(d - n) questions méme dans le cas d’algorithmes adaptatifs.

La preuve est divisée en plusieurs étapes.

Réduction & un graphe biparti

Le probléme de la reconstruction d’un graphe semble étre plus général que la recons-
truction de graphes bipartis. Néanmoins, du point vue technique, les graphes bipartis ont
des propriétés combinatoires supplémentaire qui facilitent le développement de constructions
efficaces. Au lieu de directement reconstruire un graphe GG, nous considérons le probléme de
la reconstruction de sa représentation bipartie.

Définition 2.2.2 Etant donné un graphe G = (V,E), la représentation bipartie est un
graphe biparti G' = (V1, Vo, E'), tel que Vi, V, sont deuz copies de 'V et

(i,j) € E < (i,j) € E'.

Exemple 2.2.2 Un graphe et sa représentation bipartie sont présentés sur la Figure 2.6.

Le nombre d’arcs dans G’ est deux fois plus grand que dans G. Par définition, chaque arc (3, j)
du graphe G donne lieu 4 deux arcs dans G', notamment (3, j) et (j,4). Alors |E'| = 2|E|. Par
analogie avec la fonction ue(Q) nous définissons la fonction uf, (X,Y), ou G' = (V4, Vs, E)



e e +LviLAstbevl Wwihbviane W gt Wyt viees WAL ol e 1WA U AUV TS AN

F1G. 2.6 — La simulation bipartie d’un graphe

est un graphe biparti et X C V;, Y C V,. Définissons p, (X,Y) comme le nombre d’arcs
entre un sous—ensemble X C VietY C V5 :

e (X, Y)=|E'N(X xY)]|. (2.12)
Pour la représentation bipartie d’un graphe G il est important que la fonction u, soit

calculable & partir de la fonction uq. En fait, c’est une conséquence de la proposition suivante :

Proposition 7 Si un graphe G' est une représentation bipartie du graphe G, la valeur de
pie (X,Y) est uniquement déterminée par cing valeurs de pg(Q;) pour certaines {Q;}2_;
calculées a partir de X et'Y.

Démonstration. D’abord, observons les propriétés suivantes de la fonction p' :

L y(X,Y) = (Y, X) et p(X,X) =2u(X).

2. SiXNY =0alors p/(X,Y) =pu(XUY) — u(X) — pu(Y).

3. Si Xy N Xy =0 alors 1/ (X1 UXy,Y) = p/(X1,Y) 4+ 1/ (Xs,Y) pour tout Y C V.
Pour X; et X5 deux paries de V soit Y = X; N X5. Alors,

P (X1, Xo) = (X1 \ X2) UY, (Xo\ X)) UY) =

X\ Xg, Xo \ X1) + 1/ (X1 \ Xo, V) + 1/ (Xo\ X1, Y) + p/(Y,Y). (2.13)

Finalement, il nous reste & appliquer les propriétés de y' pour chaque élément de la somme
(2.13). Enfin, aprés simplification, on obtient que pour X C V' et Y C V" :

p(XY)=p(X\Y)U Y\ X)) = 2u(X\Y) = 2u(Y \ X) + u(X) + p(Y).  (214)

O

Reconstruction de graphes bipartis

La représentation bipartie d'un graphe a degré borné par d donne un graphe a degré
borné : le degré de tout nceud est borné par d. Dans cette section nous présentons une
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technique de reconstruction de graphes bipartis ot le degré de chaque noeud est borné dans
une des deux parties du graphe.

Soit G = (Vi, Vs, E) et degs(v) < d pour tout v € V;. Soit I', ’ensemble des noeuds
adjacents a v, [, = {w | (v,w) € E} C Va. Il est clair que le graphe G est déterminé de
maniére unique par l'ensemble {T',},cy,- Il suffit donc de reconstruire 1’ensemble ', pour
chaque v. Fixons un nceud vy € Vi; on a |I',,| < d. Traitons les noeuds de V, qui ne sont
pas adjacents a vy comme « authentiques » et ceux qui sont adjacents comme « défectueux
». Le nombre des nceuds « défectueux » dans un sous—ensemble @ C V3 est u({vo}, @) =
> weq Ha({vo}, {w}) qui est une fonction additive de @, c’est-a-dire que si @1 N Q2 = ) on
a:

pe({vo}, @1 U Q2) = pg({vo}, Q1) + pg({vo}, @2)-

Il est possible alors d’appliquer les méthodes développées pour les problémes de pesage.

Comme la complexité de la recherche de d fausses piéces parmi n est de (4 + 0(1))% logn

selon le Théoréme 8, ’application directe de cette idée donne la complexité O(nd - igi =) qui

n’est pas optimale. Cependant, il est possible d’optimiser ce processus. Supposons que nous
cherchons I, par un algorithme non—adaptatif. Dans ce cas, il existe un ensemble de questions
{Qi}F_, tel que les valeurs uj;({v}, @;) pour i = 1,..., k permettent de reconstruire I',. La
construction de @; n’utilise que le fait |I'y| < d. On peut utiliser donc le méme ensemble
{Q;} pour chaque v € V;. Fixons @; et considérons le probléme de trouver ug(v, Q1) pour
chaque v € V;. L’observation cruciale est que ug(v, Q1) < d ce qui réduit le probléme a
la reconstruction du vecteur (u'(vy, @1), ..., 1 (v, @1)) sachant que toutes les valeurs sont
inférieures ou égales a d. Pour appliquer le Théoréme 8 il suffit de vérifier que notre modéle
est additif. Un calcul direct montre que cette condition est satisfaite :

S W0, @1) = 1(5,Qu). (215)

1€ESCWV1

Par le résultat de la Section 1.3 sur la complexité d’une matrice de d—détection, il existe
(2+0(1)) log dis, questions {S;}%_, qui reconstruisent les valeurs pi; (v, Q1) pour tout v € Vi.

> logn
La complexité totale est alors

logn - (24 0(1)) log d— = (84 0(1))nd.

(4+0(1)) o

logd
On a donc le théoréme suivant :
Théoréme 12 Les graphes bipartis G = {G | G = (V1, Vo, E), |Vi| = |Vo| = n} od le degré
des neuds dans une des parties est borné par une constante d, admettent la reconstruction
a laide de 8nd + o(nd) questions dans le pire des cas par un algorithme non—adaptatif.
Dans la section précédente on a remarqué que les graphes a degré borné admettent une
représentation bipartie qui donne un facteur constant lors de la réduction de g, a pg. Ce
facteur est de 5 pour la simulation d’une question. Cependant, les questions se réduisent aux
questions de type suivant (voir I’équation 2.14) :

(S5, Qi) = p((S; \ Qi) U (Qi\ 55)) — 20(S; \ Q) — 21(Qi \ Sj) + p(S;) + 1(Qs)-

Si les valeurs de p(Q;) et p(S;) sont évaluées une seule fois, le facteur multiplicatif de la
réduction devient 3. Par conséquent, on a le résultat suivant :
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Théoréme 13 Les graphes a degré borné par une constante d peuvent étre reconstruit par
un algorithme non-adaptatif de la complezité 24n - d + o(nd).

Borne inférieure

Pour montrer que la construction décrite dans la section précédente est en fait une
construction optimale, nous établissons ici une borne inférieure par la théorie de 'informa-
tion. Nous pensons que cette borne inférieure peut étre améliorée par un facteur multiplicatif.

Tout d’abord, nous établissons une borne inférieure pour la complexité de la reconstruc-
tion d’un graphe biparti a degré borné par d. La réponse a chaque question est un nombre
entier entre 0 et n - d, donc le degré de branchement de ’arbre étendu de notre probléme

n
est borné par nd + 1. Le nombre des feuilles dans cet arbre est de (Z?:o (’;)) qui est

plus grand que (Z)d > (%)d'n. Finalement, la profondeur de ’arbre de décision est au moins

108441 (%)d'n ~d-n,sin— oo et dest une constante fixée.

La borne inférieure pour la classe des graphes a degré borné par d est plus difficile
a obtenir. La question sur le nombre de tels graphes est un probléme intéressant qui est
encore ouvert dans le cas général. Nous nous satisferons d’une estimation simple présentée
ci—dessous. Une borne plus précise peut étre obtenue des techniques plus compliquées [Bol78,
VLW92|. Soit G, 4 la classe des graphes bipartis avec n nceuds dans chaque partie et avec
le degré de chaque nceud exactement d. Soit D(n,d) = |G, 4|. Evidemment D(n,0) = 1.
Notre but est d’estimer le comportement asymptotique de la fonction D(n,d) quand d est
une constante et n — oco.

Considérons un graphe G' dans G, 4. Il est possible d’étendre ce graphe a un graphe
G € Gpay1 en ajoutant un couplage M dont I'intersection avec G est vide. Pour estimer
le nombre d’extensions possibles, considérons le graphe biparti G complémentaire a G, oil
(u,v) € G ssi (u,v) ¢ G. Comme le graphe G est un graphe d-régulier, le graphe G sera
(n — d)-régulier. Le nombre de couplages dans un graphe biparti est égal au permanent de
la matrice d’adjacence. Apreés la division de chaque élément par n — d, la matrice devient
doublement stochastique et, selon la conjecture de Van der Waerden, qui a été démontrée
par Egorychev et Falikman (voir [Cam94]), nous obtenons qu’il y a au moins (n — d)n
couplages dans GG. Evidemment, les ensemble d’arcs de G' et du couplage sont disjoints.

Considérons maintenant un graphe G’ € G, 441. Le nombre de couplages dans ce graphe
est borné supérieurement par (d + 1)". Une estimation plus précise de ce nombre est pos-
sible, mais cette estimation nous sera suffisante. Nous obtenons alors que D(n,0) = 1 et

D(n,d)(n—d)"2 < D(n,d+1)(d+1)". Cette inégalité implique que D(n,d) > (Z)n (%)d >
(n/d)* (e ™) = (Z)". Finalement log,,,, D(n,d) = nd(1+ o(1)). Chaque algorithme qui
reconstruit un graphe de G, 4 demande donc au moins §2(nd) questions. La classe de graphes
Gn/2,a st une sous—classe stricte des graphes a degré borne par d, donc cette derniére a une

complexité Q(22).
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2.2.3 Autres classes et cas particuliers

Dans cette section nous considérons d’autres classes de graphes, telles que les graphes
généraux, c—coloriables, les graphes avec x2(G) borné et le cas spécial des graphes bipartis.
Pour ces classes nous démontrons que notre technique peut étre appliquée.

Graphes généraux et c—coloriables.

Les résultats précédents supposent certaines connaissances sur la classe des graphes consi-
dérés. Quelle est la complexité de la reconstruction si aucune information n’est fournie a

I’avance sur la classe de graphes, c’est-a-dire tous les graphes sont a prior: possibles? La
e .. . . . - n(n=1)
borne inférieure par la théorie de I'information est immédiate dans ce cas : on a 27 z  de

graphes a n nceuds étiquetés et chaque réponse est un nombre qui appartient a l'intervalle
[0,n(n—1)/2]. Alors, le nombre de réponses possibles est de 14+n(n—1)/2 et on peut estimer

n(n—1)

la borne inférieure & 108, 4, (n—1)/2) 2" 2

questions. On obtient que chaque algorithme effec-
2

4 lngQ n

représenté comme un vecteur de (0, 1) de taille n(n — 1)/2 et par conséquent, nous pouvons

améliorer la borne inférieure en utilisant le résultat sur la complexité du probléme de pesage.

Par le Théoréme 1.23, la borne inférieure est de 2 - 21 /log, M1 — Q(zlon;n) pour les

algorithmes de type non-adaptatif. Montrons comment on peut :Q;Ltteindre cette borne au
facteur 4 prés avec la méthode du Théoréme 13.

Considérons la représentation bipartie G' = (V4,V3, E') du graphe G = (V, E). Pour
chaque nceud v; € V; on peut trouver tous les nceuds adjacents a vy dans Vs en 102"n questions
du type : « Combien y a—t—il de nceuds adjacents & v; dans un sous—ensemble donné W C V5 7
». Chaque question de ce type peut étre simulée par deux questions sur le graphe de départ.
Notamment, pg ({v1}, W) = p(W U {v1}) — u(W \ {v1}). Pour reconstruire le graphe nous
déterminons pour chaque nceud 7 ses noeuds adjacents parmi les nceuds 1,2,...,72 — 1. La

complexité totale est de 2- 32" ) 2 = 22° (1 4 o(1)), soit & un facteur 4 prés la borne

tue au moins €( ) questions dans le pire des cas. Notons que chaque graphe peut étre

1=2 logyi ~ logym
. , . . 2
inférieure asymptotique (1 + o(1))g0—.
2
A 2 . 2 2 2 . ~
La méme borne supérieure l(fg" — a été obtenue dans [ACK89|, mais dans un modéle plus
2

fort qui permet d’évaluer la valeur de p, (X, Y') en une seule question.

On peut se demander si I'information que le graphe G est c—coloriable (x(G) = ¢) aide
a la reconstruction de G'7 Il y a au moins 2% " tels graphes. Cette estimation peut étre
obtenue en divisant G en des classes ayant des nombres d’éléments les plus égaux possibles
et en considérant seulement les arcs entre ces classes. La borne inférieure obtenu au moyen
de la théorie de 'information est de Q(% -n%logn), et donc, I'algorithme pour les graphes
généraux donne une solution optimale & un facteur multiplicatif prés.

Graphes avec x»(G) borné.

Par définition, x2(G) est le nombre minimal de couleurs qui suffisent pour colorier tous les
arcs de GG de telle maniére que si deux arcs ont un nceud commun, alors ils ont des couleurs
différentes. Comme la classe des graphes avec x2(G) < h est un sous—ensemble des graphes
a degré borné par h, elle admet une reconstruction de complexité O(n - h). Cette borne est
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asymptotiquement optimale, parce que le théoréme de Vizing [Cam94, Die96| démontre que
cette classe contient tous les graphes a degré borné par h — 1.

Couplages dans les graphes bipartis. Le probléme de la reconstruction d’un couplage
est important pour des diverses applications en recherche combinatoire. Ici nous raffinons
notre technique dans ce cas précis. Considérons la classe des graphes bipartis G = (V, W, E)
avec |V| = n, |[W| = m tels que deg(v) < 1 pour tout v € V. Pour reproduire la construction
du Théoréme 12, il suffit de trouver une matrice de 2—détection pour n objets et une matrice
de recherche d’une fausse piéce parmi m piéces. La matrice de 2—détection a une complexité
(le nombre de lignes) de (1 + 0(1))10?;” (voir la Section 1.3). La matrice de recherche d’une
piéce correspond a une matrice de recherche binaire, qui a log, m lignes. Le graphe G' peut

donc étre reconstruit par le nombre suivant de questions :

(1+0(1)) log, m. (2.16)

0gy 1

Notons que la construction probabiliste n’est pas utilisée ici et que toutes les questions sont
donc effectivement calculables.

Dans le cas des couplages pour lesquels m = n, on obtient une complexité de 2n(1+o0(1))
questions. Cette borne est optimale & un facteur multiplicatif 2 prés.

2.2.4 Reconstruction de graphes k—dégénérés

L’analyse des résultats présentés dans la section précédente démontre que toutes les
classes étudiées ont un point commun : le degré des nceuds est borné par un parameétre qui
joue le réle principal dans la complexité. Cette situation nous empéche de considérer des
classes de graphes pour lesquelles le degré des noeuds ne peut pas étre borné a l’avance.
Par exemple, dans un arbre a n nceuds, le degré des noeuds peut atteindre n — 1, mais le
faible nombre d’éléments de cette classe (& savoir n"?) suggére que la complexité de la
reconstruction doit étre comparable avec celle de la classe des couplages (qui est de O(n)).

Dans cette section nous démontrons que la technique de reconstruction de graphes a
degré borné peut étre appliquée a une classe de graphes plus générale, a savoir les graphes
dits k—dégénérés, qui comprend les classes des arbres, des graphes planaires, des graphes a
degré borné et d’autres classes intéressantes.

Graphes k—dégénérés

La définition intuitive de la notion d’un graphe k-dégénéré est la suivante : un graphe est
k—dégénéré s’il y a un neeud v dans G de degré inférieur ou égal a k et que le graphe G \ {v}
a la méme propriété. Par exemple, on sait que chaque graphe planaire a un noeud de degré
inférieur ou égal & 5 (voir [Bol78, Die96]). Evidemment, si on enléve ce nceud, le graphe reste
planaire, donc les graphes planaires sont 5—dégénérés. Les graphes & degré borné par d sont
d-dégénérés. Un autre exemple : chaque arbre non vide a une feuille, alors les arbres sont
1-dégénéreés.
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Définition 2.2.3 Un graphe G = (V, E) est k-dégénéré s’il existe un ordre sur les neuds
V = (v1,v2,...,v,) tel que degg,(vi) < k on G; est le sous—graphe de G engendré par les
neuds {vi, Vit1, .., Vn}-

Notons quelques propriétés de graphes k—dégénérés : on peut les colorier avec k+ 1 couleurs;
le nombre d’arcs d’un tel graphe est borné par (n — k)k + (g) = nk — (kgl) Les autres
propriétés des graphes k-dégénérés sont étudiées dans [Bol78|.

Borne inférieure

La borne inférieure pour la complexité de la reconstruction pour la classe des graphes
k—dégénérés sera établie par des arguments de la théorie de I'information. Pour estimer le
nombre N(n, k) des graphes k—dégénérés, considérons le processus inductif de construction
d’un graphe k-dégénéré a partir d’un graphe vide. On commence par un graphe vide avec k
nceuds, et a chaque étape on choisit k£ voisins du noeud v;,; parmi les noeuds vy, vy, .. ., v;.
Comme il y a (;) possibilités pour ce choix, on a une estimation suivante :

N(n+1,k) > i:kﬁl (;) > ﬁ (%)k = (Zi)k. (2.17)

i=1

En utilisant 'asymptotique n! = Q((n/e)") et le fait qu'un graphe k-dégénéré a au plus
nk — k(k + 1)/2 arcs, la borne donnée par la théorie de I'information est :

(2.18)

n )nk _ nk(logn —logk —1)

logk(TH“l*%) N(n + 1’k) 2 lognk (E logn + logk

Supposons que logk < « -logn pour un 0 < o < 1, ol @ est une constante fixée a ’avance.
Dans ce cas, on peut simplifier la derniére expression :

1 -1 -1 1-—
nk(logn —logk — 1) > & k4O nk ' (2.19)
logn + log k 1+« logn

Nous avons démontré donc la proposition suivante :

Proposition 8 Soit 0 < a < 1 un paramétre. Il existe une constante b, telle que pour tous
n, k satisfaisant k < n® la complexité de la reconstruction de graphes k—dégénérés a n neuds
demande au moins b, - nk questions.

Remarque 2 Nous ne considérons pas ici le cas contraire, ou £ > n®. Quand le paramétre
k croit, la classe des graphes s’approche de la classe de tous les graphes dont la complexité

de reconstruction est de O(k?;n) (voir la Section 2.2.3).

Borne supérieure

En supposant que n est suffisamment grand nous prouvons que :

Théoréme 14 Pour tous n,k il existe une constante c telle que la classe des graphes k-
dégénérés avec n neuds admet un algorithme de reconstruction de la complexité c - nk ques-
tions.
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Démonstration. Comme dans la preuve du Théoréme 13, considérons un graphe G' =
(V,E) qui est k-dégénéré ainsi que sa représentation bipartie G' = (V', V" E’). Chaque
évaluation de la fonction p/(X,Y) = |(X x Y) N E’| est simulée par 5 évaluations de pu(X) =
|(X x X) N E| d’aprés I'équation (2.14).

Nous construisons un ensemble de questions pf, (X;, Y;) telles que I'ensemble des réponses
définit G' uniquement, sous condition que G’ soit une représentation bipartie d’'un graphe
k-dégénéré. Pour construire cette famille nous utilisons deux ensembles de questions {Q;}72,
et {P;}'_, qui résolvent deux problémes de reconstruction d’un vecteur a poids borné : soit la
famille {Q;}7-, reconstruisant un vecteur de poids k et soit la famille { P;}._, reconstruisant
un vecteur de poids 2nk. Par le Théoréme 8 on a les bornes suivantes sur [ et m : m =

O(k}‘éi’;) et [ = O(nfggﬁ) quand n — oo.

Jj=1,
i=1,

Proposition 9 Les valeurs a;; = {pg (P, Q;)}
unique.

_'_'_',’lm définissent le graphe G' de maniére

Démonstration. La démonstration utilise les propriétés de base de la reconstruction de
vecteurs & poids borné. Pour faciliter la démonstration, nous la divisons en étapes.

1. Pour un j fixé, considérons le vecteur &/ = (wy,...,w,) ot w; = p'({v;}, Q;). Alors
@’ est uniquement défini par {a; ;}. En effet, notons que

Z i ({vi}, Q) < Z i (o}, V") = (V' V") = 2u6(V) < 2nk. (2.20)

Par la propriété de 'ensemble {P;}, le vecteur w’ est défini de maniére unique par les
. )
valeurs Y p w, pour i = 1,...,l. D’autre part, la somme ), w;, est connue, car
par définition de w,, on a ) ., w, = p'(F;, Q;) = a;;.
1

2. Fixons un ordre sur les nceuds V' = {vy,vy,...,v,} de G’ qui est compatible avec la
définition des graphes k—dégénérés, c’est—a—dire p'({v;}, {vis1,---,vn}) < k.

3. Considérons le nceud vy € V' et le vecteur € = (eq,...,e,) ou ¢; = p'({vi}, {v!}). La
reconstruction de € détermine tous les nceuds v” adjacents a v;. Par ’étape précédente,
le nombre de nceuds adjacents & v; est borné par k. Il suffit donc de déterminer les
valeurs de Zker er = (W({vi},Qj), j = 1,...,m, pour reconstruire €. Finalement,
par la premiére étape, les valeurs p'({v;}, Q;) sont déterminées de maniére unique par
{ai;}, et le vecteur € peut donc étre déterminé complétement, ainsi que tous les nceuds
adjacents & vy.

4. Pour appliquer le méme raisonnement aux autres noeuds v;, nous utilisons la propriété
additive de notre modele. Il suffit d’enlever le nceud v; et de modifier a; ; de telle facon
que si 'on a déterminé un arc (vi,w), nous soustrayons 2 a chaque a;; pour lequel
{vi,w} C P; et {v;,w} C Qj;; nous soustrayons 1 si exactement un parmi v; et w
appartiens a P; et 'autre appartient a @); ; finalement si {(vy, w)U(w, v1) }N (P x Q;) =
(, on ne fait rien.

5. Ce processus est répété pour vy, vs, ..., v,—1. A la fin de 'algorithme tous les arcs sont
déterminés.
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6. Il est possible qu’il existe plusieurs ordres sur V' compatibles avec la définition d’un
graphe k—dégénéré, mais la reconstruction est toujours unique parce qu’a chaque étape
on reconstruit exactement les arcs qui sont adjacents a v;. Des graphes k—dégénérés
différents ont donc des ensembles {1/ (P;, Q;)} différents.

O
Le nombre total de questions posées est de m -l = O(nk). La réduction de ' & p donne un
facteur de 5. Le Théoréme 14 est démontré. a

2.3 Conclusions et remarques finales

Dans ce chapitre nous avons étudié les principaux modéles de la recherche combinatoire
sur les graphes et une extension d’'un de ces modéles, notamment celui de la recherche d’un
graphe d’une classe donnée, dans le cas quantitatif. Les résultats de ce chapitre concernant
la reconstruction des graphes dans le modéle additif ont été présentés dans les conférences
internationales Fifth European Symposium on Algorithms (ESA’97), qui s’est tenue a Graz,
Autriche et Fourth Annual International Computing and Combinatorics Conference (CO-
COON’98), qui s’est tenue a Taipei, Taiwan.

Les résultats de ce chapitre sont résumés dans la Table 2.3.

Classe G card(G) | nombre d’arcs | borne inf. | complexité
Cycles hamiltoniens @ n Q(n) 6n
Arbres n"? n—1 n—2 O(n)
Degré borné par d | > (n/d)™ nd Q(nd) O(nd)
Planaire > n <3n-6 Q(n) O(n)
k—dégénéré (:;)kk <nk— (¥ Q(nk) 24 - nk

TAB. 2.1 — Complexité de la reconstruction de graphes

Notons que dans le cas de graphes k—dégénérés, notre démonstration de la borne supé-
rieure est basée sur une construction probabiliste pour la reconstruction de vecteurs a poids
borné. La recherche d’une solution explicite est une question ouverte importante. Une autre
question ouverte dans ce domaine est ’amélioration des bornes supérieures et inférieures pour
le probléme de la reconstruction des graphes k-dégénérés. Rappelons que la borne inférieure
a été obtenue par la méthode de la théorie de I'information et que le facteur multiplicatif
dans cette borne peut sans doute étre amélioré.

Nous conjecturons également que les bornes pour la complexité de la reconstruction de
graphes k—dégénérés sont valides pour une classe plus large, notamment pour les graphes
dont le nombre d’arcs est borné par n - k. Il est aussi possible de considérer notre modéle
de reconstruction comme une extension du modeéle de recherche d’un arc dans un graphe
donné. Supposons que plusieurs (par exemple d) arcs soient inconnus et que nous devons
les identifier. Chaque question correspond & un sous—ensemble () de nceuds et la réponse
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correspond au nombre d’arcs « défectueux » qui se trouvent dans le sous—graphe déterminé
par .

On peut remarquer une particularité intéressante du modéle additif dans le cas non—
adaptatif : la preuve de la borne supérieure pour la reconstruction des graphes k—dégénérés
se fait en deux étapes. Dans la premiére, nous démontrons que 1’on peut reconstruire au
moins 1 arc du graphe inconnu. La deuxiéme établit que ’on peut « modifier » les valeurs
données et se ramener & un probléme comptant un arc inconnu de moins. Notons que la
nature non-adaptative de 1’algorithme est essentielle ici. Une conclusion surprenante est
qu'un algorithme non-adaptatif qui reconstruit un arc inconnu est aussi puissant qu’un
algorithme qui reconstruit le graphe entier. Ces deux problémes ont donc la méme complexité.
Dans le cas d’algorithmes adaptatifs, ce raisonnement n’est pas valide et trés souvent la
complexité de la recherche d’un seul arc est inférieure a celle de la reconstruction compléte.

En conclusion, nous voulons souligner que les méthodes développées pour le probléme de
la reconstruction des graphes sont utilisées pour d’autres problémes de recherche combina-
toire, voir par exemple le chapitre suivant.
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Chapitre 3

Reconstruction de partitions

Dans ce chapitre nous considérons quelques problémes de recherche combinatoire qui
portent sur la reconstruction de partitions d’un ensemble d’objets. On trouve des applications
pratiques de ces problémes dans le domaine de la biologie. Ces applications sont d’ailleurs
a la source de cette étude. Cette famille de problémes de recherche combinatoire a été peu
étudiée jusqu’alors et nous établirons donc les premiers résultats pour le modéle considéré.
Le résultat central est un algorithme adaptatif de reconstruction de partitions dans le cas
général. Sa complexité est proche de 'optimum. Nous considérons aussi le probléme de la
recherche de représentants des parties, pour lequel nous établirons des bornes inférieures
intéressantes. Notons que les recherches dans ce domaine sont récentes et que la plupart des
problémes sont encore ouverts.

3.1 Introduction

Nous commencons la présentation du probléme de la reconstruction d’une partition par
une formalisation mathématique. Ensuite nous présentons une motivation de ce probléme en
liaison avec une méthode biologique d’identification des chromosomes.

3.1.1 Formalisation mathématique

Soit un ensemble X = {z1,...,z,} fixé. Une relation R C X x X, (on écrit x ~g y
si (z,y) € R), définit une relation d’équivalence sur X, si les conditions suivantes sont
satisfaites :

1. T ~YR T
2. T ~RpY = Y~RT
3. Six~gpyetyn~gz, alors r ~p 2.

Chaque relation R définit une partition de I’ensemble X en des classes d’équivalence X, ... X,
ouX; #0, X;NX; =0 et X =UX; et, réciproquement, chaque partition définit une relation
d’équivalence par x ~ y <= Ji x € X; et y € X;. Le nombre r est le nombre de classes
de la partition R. On note (X, ~g) la partition définie par R (ou (X, ~) s’'il n'y a pas d’am-
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biguité). Une partition en r classes est dite r—partition. L’ensemble Y = {y;,...,y,} est un
ensemble de représentants de la partition X = U]_, X, si pour chaque ¢ on a y; € Xj.

Le modeéle le plus simple de reconstruction de partitions est la reconstruction a 1’aide
de questions du type « est—ce que z; ~ x;? ». Ce probléme se réduit & un probléme de
reconstruction de graphes considéré dans la Section 2.1.3. Notamment, chaque relation R
sur X définit un graphe G = (X, E), ou (i,7) € E si et seulement si i # j et i ~ j. Ce
graphe est une union de cliques disjointes. Une question « 7 ~ j 7 » se traduit en une question
« (i,7) € E? ». On peut donc utiliser la technique de la Section 2.1.3. Par exemple, une
partition de n éléments en n—1 classes correspond au graphe & un seul arc. On a donc besoin
de poser au moins (5) — 1 = Q(n?) questions pour l'identifier.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons particuliérement au modéle quantitatif de recons-
truction de partitions. Dans ce modéle, chaque question peut comprendre plusieurs objets,
la réponse correspond au nombre des classes d’équivalence représentées par ces objets.

Définition 3.1.1 Dans le modéle quantitatif de reconstruction de partitions, chaque question
Q@ est un sous—ensemble de l’ensemble des objets et chaque réponse r(Q) est le nombre de
classes représentées par les objets de Q).
Les propriétés suivantes de la fonction 7(Q) nous seront utiles par la suite :

— chaque élément de X représente une classe : r({z;}) =1,

— la fonction r(Q) est monotone : Q1 C Q2 = r(Q1) < r(Q2).
Le probléme de la reconstruction se formalise comme suit :
Probléme 3 Reconstruire une partition inconnue R = (X, ~) a l’aide d’un nombre minimal
de questions r(Q;).

F1G. 3.1 — Partition et ensemble de représentants

Un autre probléme que nous considérons est la reconstruction d’un sous—ensemble de
représentants avec le méme modéle de questions.

Probléme 4 Etant donné une r—partition R = (X, ~), trouver un sous—ensemble U C X
tel que [U|=r etr(U) =r.

Notons qu’il existe bien évidemment plusieurs choix possibles de représentants de classes
d’équivalence. Nous distinguons deux possibilités selon que le nombre de classes r est connu
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ou inconnu a ’avance. Cette information n’est pas importante dans le cas d’algorithmes
adaptatifs, car r = r(X), c’est-a-dire on peut déterminer le nombre de parties en une
question. Par contre, cette information est trés importante dans le cas d’algorithmes non—
adaptatifs. Nous allons prouver que ces deux classes d’algorithmes ont des complexités trés
différentes.

3.2 Reconstruction de partitions

Dans cette section nous présenterons un algorithme de reconstruction compléte dune
partition et établirons une borne inférieure pour ce probléme.

Le nombre de partitions de n éléments Rappelons que le nombre de partitions de n
éléments en k classes Sa(n, k) est le nombre de Sterling de deuxiéme espéce. Ce nombre est
défini par récurrence [Cam94] :

Sz(k,k) =1 et SQ(TL, 1) = 1,
So(n, k) = Sa(n—1,k—1)+k-Sy(n—1,k).

La solution de cette récurrence donne :

- klzk: ( ) " (3.1)

Par exemple Sy(n,2) = 2"~ — 1. La récurrence montre que So(n, k) > kSs(n —1,k) et donc
So(n, k) > k™ k. Cette estimation nous sera utile par la suite pour la borne inférieure.

Le nombre total des partitions de n éléments B(n) =Y ¢ _, Sa(n, k) est connu comme le
n—iéme nombre de Bell. Il est 1ntéressant de remarquer que la série génératrice exponentielle
des nombres de Bell Y7 n, Bn) yn sexprime simplement comme "~ [Cam94].

3.2.1 Borne inférieure

Pour établir une borne inférieure nous utilisons la méthode de la théorie de 'information.
La premiere approche consiste a estimer le nombre de partitions B(n) et, en utilisant le fait
que le nombre de possibilités pour r(Q;) est borné par n pour chaque réponse, on peut
obtenir la borne inférieure log, B(n). Grace aux inégalités B(n) > Sa(n,n/2) et Sa(n, k) >
k™% mentionnées dans le paragraphe précédent, on obtient B(n) > (n/2)?. Par conséquent

log, B(n) > 2 (1— et donc la borne inférieure est linéaire. Il est possible d’améliorer
n log n

cette borne j Jusqu a n—1. Notons que chaque algorithme qui reconstruit toutes les partitions,
peut étre utilisé pour la reconstruction de 2—partitions. Ainsi, sa complexité est au moins
log, S5(n, 2). Par 'equation (3.1) on obtient que Sp(n,2) = 2" 1 —1, et donc log, (2" — 1) =
n—1+o(1).
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3.2.2 Borne supérieure. Algorithme de reconstruction.

Dans cette section, nous établissons une borne supérieure pour le probléme de la recons-
truction d’une partition. Pour calculer cette borne, nous présentons un algorithme qui résout
le probléme et calculons sa complexité. Notons que I’algorithme presenté n’est pas optimal
par rapport a la borne inférieure établie dans la section précédente. Cependant, on ne connait
pas d’algorithme avec une meilleure complexité.

Idée de l’algorithme

Considérons une partition de n éléments en r classes. L’idée principale de notre algorithme
est de résoudre le probléme en adoptant une stratégie du type « diviser pour régner ». On
applique l'algorithme aux sous—ensembles de taille plus petite, et ensuite on fusionne les
solutions partielles obtenues. Soit X; C X et Xo = X \ X; et supposons que nous avons
reconstruit deux sous-partitions (X, ~) et (Xg,~) de (X, ~). Alors pour reconstruire la
partition (X; U X, ~) il suffit de (voir Figure 3.2) de :

1. choisir un ensemble R; de représentants des classes de (X1, ~) et un ensemble Ry dans

(X 25 N)a
2. déterminer tous les couples (r1,73) € Ry X Ra, tels que 1 ~ 1 dans (X, ~).

Cette information est suffisante pour reconstruire (X, ~). En effet, soit z,y € X.Siz,y € X,
alors la relation = ~ y est déja déterminée a 1'étape précédente. Si z € X; et y ¢ X7, alors
soit 7, un représentant de = dans (X, ~) et soit r, un représentant de y dans (Xs, ~). Alors
x ~ y si et seulement si r, ~ r, et cette information est déterminée a la deuxiéme étape.

R, R,
Fi1G. 3.2 — Union de deux partitions

Pour déterminer 1’ensemble des couples {(r1,72) € Ry X Ry | 71 ~ 7o} nous proposons
la stratégie suivante. Considérons un graphe biparti G = (R, Ry, E), ou E est défini de la
fagon suivante :

E ={(r1,m) € Ry X Ry | 71 ~ 15 dans (X, ~)}.
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On a:

1. Pour tout v € Ry, le degré de v est borné par 1. Si deg,(v) > 2, il existe deux nceuds
r,y € Ry tels que v ~ z et v ~ gy, d’ot x ~ y, ce qui contredit le choix de ’ensemble
de représentants Rs.

2. Pour A C Ry, B C Ry, le nombre d’arcs entre A et B est égal a |(A x B) N E|. Nous
affirmons que
(Ax B)NE|=|A|l+|B|—r(AUB,).

Pour démontrer cette proposition, supposons que A = A; U Ag et B = B; U By, ou
Ay, By sont les ensembles des nceuds de degré 1 et Ag, By sont les ensembles des nceuds
de degré 0. Comme chaque nceud de A; a un nceud adjacent unique dans B et comme la
méme propriété est vraie pour B, nous avons une correspondance bijective entre A; et
By. Donc |A)| = |By|.On a |[(AxB)NE| = |Ay| = |By|,car (AxB)NE = (A; xB;)NE
et (A; X By) N E est un couplage. Puisque A; et B; représentent les mémes classes,
nous concluons que

T(A U B) = T'(A]_ U AO U Bl U BQ) = |A1 U A() U B()‘ = ‘Ao‘ + ‘A]_‘ + |B0|
Finalement,

[A[+[B|=r(AUB) = [Ay|+|Ao| +[Bi|+|Bo| = [ Ao| = [ A1 =|Bo| = | B:| = |(Ax B)NE|.

On peut réduire le probléme de la reconstruction du graphe biparti G = (R;, Ry, E)
au probléme de la reconstruction de graphes bipartis a degré borné dans le modéle additif.
Notamment, 1’algorithme de reconstruction de couplages dans les graphes bipartis (voir la
Section 2.2.3) peut étre appliqué. La complexité de cet algorithme est bornée par 1’équa-
tion (2.16), plus précisément dans notre cas par

log max(|R;|, |Rs|)

(2 4+ o(1)) min(|Ry|, | Ra]) logmin( K], |Ry))

(3.2)

Cette expression donne une estimation de la complexité de la détermination de tous les
couples (r1,r9) € Ry X Ry tels que r; ~ 71y.

Stratégie de la division

Dans la section précédente nous avons établi une borne supérieure pour la détermination
de liens entre deux ensembles de représentants. Maintenant, nous allons trouver une straté-
gie optimale pour la division d’un ensemble d’objets qui minimise la complexité totale de
I’algorithme. Supposons que la partition (X, ~) ait n objets et r classes. Nous distinguons
deux cas principaux :

Cas n > r : Sin est beaucoup plus grand que r, un sous—ensemble X; C X tel que | X;| >
5 contiendrait les représentants de presque toutes les classes. Nous proposons donc de
diviser ’ensemble X en deux parties de méme taille. Soit f(n,r) la complexité de la
reconstruction d’une partition de n objets en r classes. Le nombre de représentants
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dans chaque partie peut étre majoré par r. La fonction f(n,r) vérifie donc ’équation
suivante :

f(n,r) <2f (g,r) +2r (3.3)

Cas n~r : Le calcul montre que dans ce cas la division par 2 a chaque étape n’est plus
une stratégie optimale. On peut Iexpliquer par I’asymétrie de la formule (3.2). Dans
ce cas, nous proposons la stratégie suivante :

1. diviser I'ensemble X en \/n sous—ensembles X1, Xs,..., X s, tels que |card(X;) —
Vil <1,

2. Reconstruire récursivement la partition (X, ~) pour chaque i. Déterminer dans
chaque X; un ensemble de représentants R;.

3. Calculer la suite d’ensembles Y;, ou Y7 = R; et Y11 est un ensemble de représen-
tants de la partition (Y; U R;y1,~) pour tout i =1,...,y/n — 1.

Notons qu’a lissue de ’étape 3, la partition (X,~) est complétement déterminée,
car l'identification des représentants Y; par notre méthode implique I'identification de
toutes les relation d’équivalence entre éléments de Y; | et de R;. Le nombre d’éléments
de Y; peut étre majoré par i - \/n, car les éléments de Y; sont de représentants de la
partition (Ugy<; Xy, ~). La complexité de la détermination de Y; est donc majorée par

log(iy/n 1

o - 08V _ o (1 n —) < 8v/n. (3.4)
log\/n n

Le nombre d’itérations est \/n — 1, et par conséquent la complexité totale de I’étape

3 est majorée par \/n - 8/n = 8n. Avec cette estimation nous pouvons borner la

complexité totale de l’algorithme :

F(n) < Vaf(v/m) + 8n. (3.5)
On en déduit la complexité asymptotique de cet algorithme :
f(n) < 8nlog,logn (3.6)

Nous réunissons maintenant les deux cas considérés pour formaliser I’algorithme final de
reconstruction d’une partition. L’algorithme Reconstruct(X) (voir p. 61) utilise ’algorithme
récursif Reconstruct(X, k) (voir p. 61).

L’algorithme Reconstruct(X, k) utilise la fonction Union(Py, P;) (voir p. 61). Ici, P, =
(Xi,~),i = 1,2, sont des sous—partitions de (X, ~) déja déterminées. Le but de Union(P;, P,)
est de reconstruire la partition sur I’ensemble X;UXj,. Pour atteindre ce but, I’algorithme cal-
cule d’abord des représentants de P, et P,. Ensuite, on utilise ’algorithme de reconstruction
de graphe biparti. C’est la seule étape ou des questions sur (X, ~) sont posées.

La complexité de Palgorithme Reconstruct(X, (X)) est bornée par une fonction f(n, k)
qui satisfait ’équation suivante :

f(n,k):{ 2f (5, k) + a1k sin>k,

conloglogn sin<k. (3.7)
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Algorithme 1 Reconstruct(X)

1: /*Calculer le nombre de classes et invoquer 'algorithme Reconstruct(X, k) */

2

: return Reconstruct(X,r(X))

Algorithme 2 Reconstruct(X, k)

1

14:
15:

16

: if (|X| > k) then

diviser X en X; et Xy, tels que || X;| — | X3|| <1
P, = Reconstruct(X1, k) ;

P, = Reconstruct(Xs, k) ;

return Union(P, P;)

else

diviser X en X1, Xy,..., X s de telle sorte que || X;| — [X;[| < 1.

for i from 1 to \/n do
P; = Reconstruct(X;)

end for

Yi=h

for i from 2 to \/n do
Y; = Union(Y; 1, P)

end for

return Y

. end if

Algorithme 3 Union(P, P»)

—

A

: Ry = représentants(P;)
: Ry = représentants(P;)
: Equ ={(r1,72) € Ry X Ry | r1 ~ 15 dans (X,~)}

return I'ensemble (P, U P,) factorisé par Equ.
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Cette équation donne une majoration asymptotique pour f(n, k) :
f(n, k) < (c1 + cologlogk) - n. (3.8)

Selon I’équation (3.8), notre algorithme a une complexité O(|X |loglogr(X)) en nombre de
questions. Rappelons que la borne inférieure (|X| — 1) pour ce probléme a été établie dans
la Section 3.2.1. Si le nombre de classes d’une partition est un paramétre du probléme, notre
algorithme est optimal & un facteur multiplicatif prés. Si le nombre de classes n’est pas donné,
I’existence d’un algorithme optimal est une question ouverte. Nous conjecturons que dans ce
cas un algorithme de complexité O(n) existe.

Notons que notre algorithme utilise la technique de reconstruction de graphes bipartis a
degré borné. Dans le cas général, on ne connait pas de construction explicite, cependant dans
notre cas, un tel algorithme existe et ’ensemble des questions peut étre exhibé explicitement
(voir la Section 2.2.3).

3.3 Recherche de représentants

Dans la section précédente nous avons considéré le probléme de la reconstruction com-
pléte d’une partition. Maintenant, nous étudions le probléme de la recherche de représentants
de classes d’une partition. Les problémes de ce type sont fréquents dans la recherche com-
binatoire et dans certaines applications pratiques. Nous considérons quelques méthodes et
prouvons le résultat surprenant suivant : la complexité des algorithmes non-adaptatifs de
recherche de représentants différe radicalement de celle des algorithmes adaptatifs.

3.3.1 Formalisation du probléme

Soit P = (X, ~) une partition d’un ensemble X. Notre but est de trouver un ensemble de
représentants de la partition (X, ~). Dans le modéle quantitatif on peut poser des questions
sur des sous—ensembles de X. Pour chaque question @) C X, la réponse r(Q) est le nombre
des classes représentées par les éléments de (). Ce modéle est identique au modéle de la
Section 3.2.

Probléme 5 Comment trouver les représentants de la partition (X, ~) a l’aide d’un nombre
minimal de questions r(Q;) ¢

Rappelons qu’un ensemble de représentants de (X, ~) est un sous—ensemble R qui satisfait
légalité suivante : |R| = r(R) = r(X).

Une solution triviale de ce probléme serait de reconstruire la partition complétement
selon les méthodes de la Section 3.2 et de choisir ensuite un représentant dans chaque partie.
On peut se demander s’il est possible de trouver un meilleur algorithme. Nous étudions cette
question séparément pour les algorithmes adaptatifs et non—adaptatifs.

3.3.2 Recherche adaptative de représentants

Nous établissons d’abord une borne inférieure du probléme de la recherche de représen-
tants. Nous utilisons les méthodes de la théorie de I'information.
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Borne inférieure

Considérons un algorithme A qui détermine un ensemble de représentants pour toutes
les partitions de X en k classes non vides. Dans ce cas, chaque réponse r(Q)) varie entre 1
et k. Etant donné une partition P, I’algorithme A produit un sous—ensemble de k éléments.
Considérons ’ensemble Fj, de toutes les réponses pour toutes les k—partitions P possibles :

Fi = {F | il existe une partition P de X en k classes, telle que A(P) = F'}. (3.9)

Notons qu’en général, I’ensemble Fj n’est pas égal a I’ensemble de tous les sous—ensembles
a k éléments, dont le nombre est de (|)k( ‘). Par exemple, I’algorithme peut produire toujours

une réponse qui comprend I’élément ;. Néanmoins, on a :

| Fr| > %(kp_( | 1). (3.10)

Démonstration. Soit Fj_; € (k)_(l), Fy_1 = {®i,, Tip, - - ., Ti,_, }- Considérons la partition
P={z,}U{z;,}U---U{z;_, } U(X\ Fr_1). Il est évident qu'un ensemble de représentants
de cette partition est {z;,, %i,,...,Zi,_,,2*}, oit * € X \ Fy_1. Pour chaque ensemble Fj_;
a k — 1 éléments on peut trouver un ensemble Fj € Fj tel que F; | C Fj. D’autre part,
chaque Fy € Fj contient exactement k sous—ensembles de taille £ — 1. Donc | Fy| > %(,‘ff |1) O
Proposition 10 La complexité de la recherche de représentants d’une k—partition de n élé-
ments est bornée inférieurement par log, %(k:)

Un simple calcul montre que dans le cas ou k est petit par rapport a n, 'approximation
@ log n peut étre utilisée. Notons que cette borne inférieure est la méme que pour 'identi-
fication de d fausses piéces dans un ensemble de n piéces, voir la Section 1.2.1. Contrairement
au cas de la recherche de fausses piéces, nous conjecturons que cette borne ne peut pas étre

atteinte méme par un algorithme adaptatif.

Borne supérieure.
Nous allons maintenant déterminer une borne supérieure pour la complexité de la recons-
truction d’une k-partition. On commence par un borne trés simple :

Proposition 11 L’ensemble de n questions suivant détermine les représentants d’une par-
tition P = (X,~), X ={21,...,2,} :

Ql == {'Tl}a
Q: = {z1,22},
Qi = {xla"'axi}a

Qn = {331,.%2,...,.%”}.

Remarque 3 Notons que 7(Q1) = r({z1}) = 1 et donc on n’a pas besoin de poser une
question sur la valeur r(Q1).
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Fi1G. 3.3 — La définition de x*

Démonstration. Soit R = {z; | 7(Q;) = 7(Qi—1)+1}U{z1}. L’ensemble R est un ensemble
de représentants pour (X, ~). En effet, si r(QU{z}) = 7(Q) +1, alors x représente une classe
qui n’est pas encore représentée par ). La fonction 7(Q);) est monotone en i. Elle varie entre
r(@Q1) =1 et r(Q,) =r(X). Comme r(Q;41) — 7(Q;) vaut 0 ou 1, il existe exactement r — 1
indices ¢ ou la fonction change de valeur. Ces indices correspondent aux représentants. En
ajoutant z; a ces représentants, nous obtenons r(X) représentants. D’autre part, le nombre
de représentants deux a deux non équivalent est borné par r = r(X), donc il n’y a pas de
classes qui ne soient pas représentées. O
Cet ensemble de questions constitue un algorithme non-adaptatif de reconstruction de re-
présentants :

Proposition 12 La complexité de la recherche (non-adaptative) de représentants d’une par-
tition d’un ensemble a n éléments est bornée supérieurement par n — 1.

Si le nombre de classes est beaucoup plus petit que le nombre d’éléments, nous proposons un
algorithme adaptatif en appliquant une méthode dichotomique, de complexité r log, n. L’idée
est de maintenir un ensemble courant de représentants Ry = {z;,,...,;, } et d’ajouter un
représentant a chaque étape jusqu’a ce que tous les représentants soient trouvés. En effet, soit
Y € X etr(R,UY) > r(Ry). Divisons Y en deux parties Y7, et Yg. Si r(RUY7) = r(Ry), il
est nécessaire que 7(RyUYg) > r(Ry). A I'aide de cette observation, on peut ajouter a Ry un
nouveau représentant en posant log, | X \ Rx| questions. La complexité totale est de ’ordre de
r(X)log, | X|. Une amélioration possible serait d’utiliser plus astucieusement l'information
fournie par r(Ry U Yy). Plus précisément, r(Ry U Y,) — r(Rg) donne le nombre exact de
nouveaux représentants dans Y. On ne sait pas si un algorithme de complexité O(@ logn)
existe.

3.3.3 Recherche non—adaptative

Dans les Chapitres 1 et 2 nous avons rencontré des exemples de problémes qui ont la
méme complexité dans les cas adaptatif et non—adaptatif. Ici, nous démontrons que pour la
reconstruction de représentants ce n’est pas le cas. Nous démontrons une borne inférieure
linéaire pour la complexité de la recherche de représentants d’une 2-partition. Etant donné
qu’il existe un algorithme trivial de complexité n — 1, ce résultat est optimal.
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Proposition 13 Tout algorithme non—adaptatif qui reconstruit un ensemble de représen-
tants d’une 2-partition pose au moins 5 — 1 questions.

Soit @1, Qa, - .., Qx 'ensemble des questions posées par un algorithme. Pour une 2-partition
P = (X,~), les valeurs r(Q);) permettent de déterminer z et y tels que x »~ y. Considérons
une fonction x qui 2—colorie I'ensemble X, x : X — {0,1}. Il est clair que x définit soit
une 1-partition, soit une 2—partition de I’ensemble X. Soit 0, 1 les deux fonctions constantes
sur X. Si x # 0,1, nous définissons une nouvelle fonction x* de la fagon suivante : soit
P = (X, ~) la partition définie par x. Nous utilisons la notation @;(x) au lieu de r,(Q;).
Supposons que le résultat de notre algorithme soit un couple (a,b) et que x(a) = 0, x(b) = 1.
Nous définissons x* par I’équation suivante (voir la Figure 3.3) :

1 siz =a.

Notons que x est égale a x* pour toutes les valeurs excepté z = a ou x prend la valeur 0.
Proposition 14 Si x # 0,1 et x* # 1 il existe un i tel que Q;(x) # Qi(Xx*)-

Démonstration. Si Q;(x) = Qi(x*) pour tout i, ’algorithme sera obligé de produire la
réponse (a, b) pour x et x*. Mais x*(a) = x*(b) = 1 et cela contredit I’hypothése que notre
algorithme détermine les représentants. o

Proposition 15 Si k est le nombre de questions posées et n est le nombre d’objets dans la
partition, alors :

2%k >n—1. (3.12)

Démonstration. Considérons la suite suivante :
(@) = 1 siz=ux,
X1 - 0 siz#x.
Xi = Xj_1 pourt=2,...,n—1.

Notons que chaque x; définit une 2-partition de I’ensemble X. On dit que ); a changé de
valeur a l'étape i si Q;(xi) # Qj(xi—1). Comme & chaque étape il existe un j tel que Q;
change de valeur, il y a au moins n — 2 changements de valeur pendant les étapes 2...n — 1.
On a besoin de la proposition suivante :

Proposition 16 Le nombre de changement de valeurs de Q;(x;) est borné par 2.

Démonstration. Chaque 2-coloriage x est uniquement défini par ’ensemble

Sy ={i | x(z:) =1}

Notons que S,, C Sy,,,, donc la suite S, est monotone. La valeur Q;(x;) est uniquement
définie par @); et S,, comme le montre I’équation suivante, que 'on peut démontrer par
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I’analyse des cas :

Q,(x:) = { 1 si@Q; CSy ou Q; C(X\Sy), (3.13)

2 sinﬁSXi;é@ et QJO(X\SZ);E(D

On en déduit que la valeur Q(x;), ¢ = 1,...,n — 1 peut prendre les valeurs 1 et 2 dans
I'ordre suivant : la valeur est 1 tant que @ NSy, = 0, la valeur est 2 tant que QN Sy, # 0 et
QN (X \Sy,) # 0, et enfin la valeur est a nouveau 1 tant que @ C S,,. Donc, nous avons
démontré que k questions peuvent donner lieu & 2k changements de valeur au maximum. O

Pour résumer, nous avons démontré que le nombre n — 2 de changements de valeurs est
plus petit que 2k. D’ou k > 5 — 1. O

Remarque 4 Cette borne inférieure peut étre appliquée aux partitions de nombre de classes
plus grand que 2. Considérons les partitions en k classes. Soit les k& — 2 premiers éléments
formant les classes 1,2,...k — 2. Les autres éléments forment une 2-partition. Dans ce cas,

la borne inférieure est donc ”2;’“ O

La constante multiplicative 1/2 dans la borne inférieure peut étre améliorée en utilisant
I’idée suivante : définissons la capacité d’une question ) et d’'un coloriage Sy par 1’équation
suivante :

2 SiQﬂS():@,

cap(@,5) =4 1 siQnNSe#0 N QN(X\Sy) #0, (3.14)
0 si Q - So.

Alors, si {Q;}¥ | est une suite de questions qui détermine deux représentants d’une 2-
partition, I'inégalité suivante doit étre vérifiée pour tout ensemble Sy :

k
n—2— |S()| < anp(Qi, S()) (315)

=1

Le probléme est de trouver un Sy qui maximise la somme |Sy| + Zle cap(Q;, So) et force k
a étre grand. La méthode probabiliste peut étre appliquée pour trouver un « bon » Sy.

3.4 Application biologique

En termes trés généraux, la recherche combinatoire étudie les problémes de retrouver un
objet inconnu dans un ensemble d’objets & 1’aide de questions indirectes sur cet objet. Le
caractére méme de cette définition montre que ce domaine peut s’appliquer naturellement
a l'analyse de génomes, car ce dernier par sa nature cherche & découvrir un objet inconnu.
Le but de la recherche combinatoire est de minimiser le nombre de questions & poser, ce qui
en termes biologiques correspond & minimiser le nombre d’expériences (réactions chimiques)
nécessaires. L'importance de la recherche combinatoire pour ’analyse de génomes a été mise



hdide LLppprova i WOy vy M

en évidence dans 'article [KM95]. Le probléme de reconstruction de partitions considéré
dans ce chapitre est issu d’une application biologique décrite dans I’article [SBAW97|.

Dans les études biologiques, il est important de pouvoir identifier les chromosomes d’un
organisme. Pour certaines espéces chez lesquelles le nombre de chromosomes est petit, des
méthodes correspondantes existent. Or, I'identification pose probléme pour des organismes
ayant un grand nombre de chromosomes, d’autant plus que ce nombre peut étre similaire d’un
organisme a l'autre. La méthode d’identification de chromosomes proposée dans [SBAW97|
est basée sur la réaction de hybridation fluorescente in situ (en anglais fluorescent in situ
hybridization (FISH)). Notons que ’approche traditionnelle est, dans la plupart des cas
statistique, c’est—a—dire accepte en général des solutions approximatives qui s’approchent de
la solution exacte. En revanche, nous cherchons a obtenir une solution exacte dans la situation
idéale, a savoir que les données ne contiennent pas d’erreurs. Cette approche permettra une
analyse comparative plus rigoureuse de différentes méthodes avant leur mise en pratique.

Pour établir une relation entre le probléme biologique d’identification de chromosomes et
le probléme de reconstruction de partitions, nous décrivons la méthode FISH. La méthode
FISH est une méthode d’analyse génomique capable de localiser une séquence d’ADN spéci-
fique sur un chromosome. Un fragment (probe) est d’abord marqué par un élément radioactif
fluorescent. Ensuite, ce fragment est hybridé avec ’ensemble des chromosomes. Finalement,
en utilisant le microscope on peut détecter les traces fluorescentes sur les chromosomes cor-
respondants. La méthode permet I’'utilisation de plusieurs probes dans chaque expérience
qui de plus peuvent étre « coloriés » par des couleurs différentes. Les couleurs sont d’ailleurs
le seul moyen pour identifier les probes qui ont subi I’hybridation. Autrement dit, si tous
les probes dans une expérience ont la méme couleur, il n’y a aucun moyen de déterminer
quels probes ont hybridé et avec quels chromosomes. D’autre part, il est également impos-
sible de distinguer deux chromosomes par une méthode directe quelconque. Par conséquent,
un chromosome ne peut étre identifié qu’au moyen de probes hybridés avec lui. Une autre
contrainte est que méme s’il est possible de détecter plusieurs marques fluorescentes sur un
chromosome, il est difficile de les compter (au moins pour les marques de méme couleur).
D’ou ’hypothése pour notre modéle : méme si dans une expérience d’hybridation plusieurs
probes hybrident avec un chromosome, nous ne pouvons pas observer leur nombre, mais
seulement le fait qu’il y a au moins un tel probe.

Le probléme d’identification de chromosomes se formalise donc comme suit [SBAW97] :
nous avons un ensemble zi,...,z, de chromosomes et un ensemble de probes pq,...,p,,
n > r. Le probléme est de trouver pour chaque chromosome z; un sous-ensemble de probes
qui lui appartiennent (qui hybrident avec ce chromosome). On suppose que chaque probe peut
hybrider avec un seul chromosome et pour chaque chromosome il y a au moins un probe qui
hybride avec ce chromosome. Dans ce cas, il est évident que I’ensemble des chromosomes dé-
finit une partition de I’ensemble des probes P = {p,,...,p,} dans r parties P, U P,---U P,,
ou P, = {p € P | p hybridé avec z;}. Alors, notre probléme se réduit au probléme de la
reconstruction de la partition (P,~). Notons qu’il y a une correspondance bijective entre
un ensemble de représentants de (P, ~) et 'ensemble des chromosomes. Supposons que nous
n’utilisons qu’une seule couleur pour marquer les probes. Dans ce cas, 1'utilisation de la réac-
tion FISH correspond au modéle additif de reconstruction de partitions : pour un ensemble
de probes @), 'expérience révéle le nombre de chromosomes qui ont hybridé avec au moins un
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probe. En d’autres termes, ce nombre est égal au nombre des classes représentées par 1’en-
semble (). Alors, si le nombre r de chromosomes est fixé, la partition des probes peut étre
reconstruite complétement en O(nloglogr) expériences selon l'algorithme Reconstruct(X)
de la Section 3.2.

Il serait trés intéressant d’étudier ’extension de ce modéle correspondant au cas de la
réaction F'ISH avec plusieurs couleurs. Si nous avons k couleurs, chaque résultat de la
réaction F'ISH est un ensemble de 2% éléments ng pour chaque S C {1,2,...,k}. La valeur
de ng est égale au nombre des chromosomes marqués par les éléments fluorescents de couleurs
S. (Notons que pour un ensemble de probes @, on a |Q = Y 5.1, 43 7s(Q)). Dans ce
modéle, la borne inférieure obtenue par la théorie de l'information est environ 2¥ — 1 fois
plus petite que dans le cas k = 1. Il serait intéressant d’analyser a quel point il est possible
d’atteindre cette accélération potentielle et de développer des algorithmes correspondants.
Ceci pourrait faire objet d’une recherche future.



Chapitre 4

Reconstruction d’un circuit hamiltonien
et application au probléme de
cartographie de génomes

Dans ce chapitre nous allons considérer un probléme particulier de recherche combina-
toire, & savoir le probléme de la reconstruction d’un circuit hamiltonien. Ce probléme est mo-
tivé par une méthode biologique d’analyse de séquences génomiques décrite dans [SLCT96].
En contraste avec les chapitres précédents, nous considérons non seulement le modéle addi-
tif mais aussi quelques autres modéles pour ce probléme. Nous allons également considérer
I’effet de contraintes pratiques sur la complexité du probléme. La solution a ce probléme a
suscité le développement du logiciel Designer décrit dans la Section 4.4.

Les résultats concernant ce probléme ont été présentés a la conférence internationale
5th Israeli Symposium on Theory of Computing and Systems [GK97a]; la version compléte
paraitra dans la revue Discrete Applied Mathematics en 1998. Ci—dessous nous produisons
le texte de I'article avec des changements mineurs.

4.1 Introduction

4.1.1 Biological motivation

This chapter studies several mathematical models of the multiplex PCR method of ge-
nome physical mapping described in [SLC*96]. Physical mapping is the central stage in
genome exploration which consists in creating some landmarks or tags throughout the DNA
molecule. These landmarks are some specific nucleotide sequences associated with their posi-
tions on the molecule. They are usually obtained through the process of cloning which allows
to extract some fragments of the molecule that can be then replicated to create multiple co-
pies. These copies are then used to reconstruct the clone layout.

There are different methods of physical mapping [Wat95]. The one we refer to in this
chapter (see [SLCT96]) differs from the others in that the cloned fragments are not supposed
to cover the whole DNA molecule contiguously but rather occur on it with a frequency
sufficient to bound, with a high probability, the gap between any two adjacent clones by some

69
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threshold value. Some clones can overlap forming longer continuous fragments (contigs). For
example, the physical mapping project described in [SLCT96] dealt with a 170kb region of
the circular Bacillus subtilis genome cloned in yeast artificial chromosomes (YAC) with 500
clones that formed 32 contigs of length from 0.5 to 15kb and gaps between them ranging
from 6 to 18kb. Projects of much larger scale using this method can be envisaged.

The aim of such a physical mapping project is to reconstruct a physical map — the mutual
placement of the contigs, that is their order and the lengths of the gaps between them. A tool
for doing this is the multiplex LA PCR (Long Accurate Polymerase Chain Reaction) hereafter
called simply experiment or reaction. The input to an experiment is a set of primers, which
are short nucleotide sequences (of length about 20 nucleotides in project [SLCT96]) that
characterize the ends of the contigs (see also [PSMW95]). Whenever the input set contains
two primers corresponding to adjacent ends of neighboring contigs (like primers A and B
on Figure 4.1(a)), the experiment outputs a PCR product the size of which corresponds to
the length of the gap between the contigs. An additional condition for the product to come
out is that its length should be smaller than some threshold distance, which is achieved by
choosing a sufficiently big number of clones (contigs) at the previous stage of the method.
Moreover, an experiment can yield several distinct products if the input set contains several
corresponding pairs of primers. Thus, the number of products suggests the number of primer
pairs corresponding to adjacent ends of two contigs. However, this information has a limited
value, as in practice only a restricted small number of products can be distinguished and, in
addition, distinct products of similar length can be visible as a single one.

The advantage of multiplexing is that many primers can be put into one reaction which
increases the probability of obtaining at least one positive output, and on the other hand,
eliminates many order possibilities in case when no output is obtained. On the other hand,
no information is available on which pair of primers actually produced the output. Therefore,
if the number of primers is big, little information is given by the output.

In this chapter we give several mathematical formalizations of the physical mapping
method described above. For all mathematical models we address the following combinatorial
problem : what is the optimal strategy of conducting experiments in order to obtain a physical
map using minimal number of them ?

4.1.2 Mathematical formulation

Firstly, we assume that once a primer corresponding to one end of a contig occurs in
the input set, the one corresponding to another end of this contig does too. Thus, primers
always come in pairs, each pair characterizing two ends of a contig. This assumption leads to
a more simple and apparently less powerful mathematical model. However, from theoretical
point of view this assumption is justified. As it will be shown, in most cases the asymptotic
lower bounds can be reached under this assumption. In a practical implementation, however,
manipulating individual primers is useful.

Secondly, since our purpose is to reconstruct the order of contigs and the distances bet-
ween them, it is clear that the length and the internal structure of contigs are irrelevant.
Thus, we assume that contigs have “no length” and hereafter we simply reduce contigs to
points.

by A
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(a) (b) (c)

F1G. 4.1 - (a) Placement of contigs on a circular genome
(b) Placement of points on the circle (contigs are assimilated to points)
(c) Hamiltonian cycle corresponding to the order of points

Thirdly, it is readily seen that between the problems of determining the order of points and
determining the distances between them, the former one is essential. An obvious argument is
that given an order of points, the distances between them can be determined easily in O(n)
experiments. In what follows we focus on the problem of order reconstruction.

Due to the above observations, we can model our physical mapping problem as follows :

Assume that n points {1,2,...,n} are placed on a circle in an unknown order
(see Figure 4.1(b)). We are allowed to make queries about adjacency of some
points. Determine the order of the points by making as few queries as possible.

Of course, the solution and its efficiency will strongly depend on the type of queries we are
allowed to ask. Before making this precise, we reformulate the problem in terms of graphs.
Clearly, an order of n points on the circle can be uniquely associated with a Hamiltonian
cycle in the complete undirected graph K, (we assume that the direction on the circle is
irrelevant). Figure 4.1(c) illustrates the Hamiltonian cycle corresponding to the order of
Figure 4.1(b). Thus, we reformulate the problem as follows :

Consider the complete graph K, with vertices {1,2,...,n}. Assume that some
Hamiltonian cycle HC'is fixed in K, that is not known to us. We are allowed to
make queries about adjacency of some vertices in HC'. Determine HC by making
as few queries as possible.

In this chapter we study four types of queries which lead to four different mathematical
models.

Multi-vertex model. For a set of vertices {a1,...,an}, ask whether K4, .. N HC is
non-empty, where Ky, ..} is the complete graph on the set of vertices {ai, ..., ap}.

Quantitative multi-vertex model. For a set of vertices {ay, ..., a,}, ask what the num-
ber of edges in Ky, .4, N HC is.
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Model lower bound | algorithm type of algorithm
performance
first stage ‘ second stage
multi-vertex Q(nlogn) O(nlogn) adaptive
quantitative multi-vertex Q(n) O(n) adaptive non-adaptive
k-vertex Q(Z—;) (14+0(1)) Z—; non-adaptive adaptive
quantitative k-vertex Q( Z—;) (14 0(1)) Z—; non-adaptive | non-adaptive

TAB. 4.1 — Result summary

k-vertex model. Assume that a constant k is predefined. For a set of vertices {a1, ..., an},
where m < k, ask whether K, 4,) N HC is non-empty.

Quantitative k-vertex model. For a set of vertices {ay,...,a,}, where m < k, what is
the number of edges in Ky, .4, NHC?

In the multi-vertex model we ask whether at least one edge from a given set belongs
to the Hamiltonian cycle. However, this set has a special structure — we ask about the
edges of a complete subgraph. The multi-vertex model is strengthened in the quantitative
multi-vertex model. Now we are allowed to count the number of edges of the Hamiltonian
cycle in a complete subgraph. In terms of the biological method, this reflects our ability to
count the number of neighboring primer pairs in the experiment. This is the most powerful
model. The k-vertex model and quantitative k-vertex model are restrictions of the multi-
vertex model and quantitative multi-vertex model respectively. They are motivated by the
important practical constraint that only a limited number of primers can be submitted to
an experiment.

4.1.3 Summary of the results

In this chapter we study the complexity of each of the four models and design asymptoti-
cally optimal algorithms for all of them. Note that the complexity is understood as worst-case
query complexity, that is the number of queries necessary to reconstruct the order in most
unfavorable circumstances. The complexity bounds are summarized in Table 4.1.3. The last
column indicates an important property of the algorithm — its adaptiveness. In adaptive al-
gorithms, a query generally depends on the answers to the previous queries. In non-adaptive
algorithms, all queries are independent and can be made in parallel. Often in practice an
algorithm consists of two stages (see [Kni95| for examples in molecular biology applications).
For such algorithms, the type of each stage is shown.

We also discuss the multiplicative constants hidden in the O-notation, that are of course
important for practical applicability of the algorithms. Finally, we describe a prototype
implementation for both k-vertex models that are most close to biological reality.

by A
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4.2 Multi-vertex model

There are (n — 1)!/2 Hamiltonian cycles in K,,. Since every query yields one bit of infor-
mation, by the standard information-theoretic argument the lower bound log ((n — 1)!/2) =
Q(nlogn) 3 can be immediately obtained. Note that the same lower bound stays for the
average complexity since the average length of a branch in a binary tree with (n — 1)!/2
leaves is Q(nlogn).

Let us make now the following observation. Assume that only two vertices and not any
number of them can be tested at a time. In other words, each query tests whether an
individual edge belongs or not to the Hamiltonian cycle. It is known (see [Aig88, exercise
3.5.5]) that in this case at least n?/4 — n/2 — 1 = Q(n?) queries must be made in the worst
case. In our model we are able to simultaneously ask about many edges. However, this set of
edges has a special structure — it is a complete subgraph rather than any subgraph. Recall
that in case of positive answer, we have no information about the vertices in the set that are
actually adjacent. Therefore, it is not immediately clear if we can benefit from the possibility
of testing many edges at once — if the number of vertices in the set is big, the value of the
positive answer is decreased since we need further tests to identify the pair(s) which produced
this answer. In contrast, the value of the negative answer is increased but its probability is
little if the number of vertices is big.

In this section we show that the lower bound ©(n logn) can be achieved. Below we propose
an algorithm that matches this bound.

Let HC' be a Hamiltonian cycle and assume we have already discovered some of its edges.
These edges form a set of disjoint paths that will be our main data structure.

Définition 4.2.1 Let HC be a Hamiltonian cycle in K,. A chain c is a sequence of vertices
(a1,...,a), t > 1, such that Vj, 1 < j < t—1, (aj,aj+1) € HC. Note that degenerate
one-vertex chains are allowed. For ¢ = {a1,...,a;), define left(c) = aq, right(c) = ay. For
a set of chains C = {c1, ... ,c}, define left(C) = {left(c1),... ,left(ck)} and right(C) =
{right(c1), ... ,right(ck)}. A set of chains is independent if for every c1,co € C, the edges
(left(ci),left(ca)), (left(cr), right(cs)), (right(cy),right(cs)) don’t belong to HC.

The idea of the algorithm is to process all vertices one-by-one storing them in the inde-
pendent set of chains C. The main observation is that a new vertex may have neighbors only
in the sets left(C), right(C). Assume we have an independent set of chains C.

Algorithm INSERT-VERTEX inserts vertex ¢ into C.

The algorithm starts with the set C' = {(1)} and iterates INSERT-VERTEX(C, 7) for ver-
tices ©+ = 2,...,n. Clearly, when all vertices have been processed, the set C consists of the
Hamiltonian cycle HC'. It is straightforward that INSERT-VERTEX maintains an independent
set, of chains. The if — then — else operator on line 16 checks for a particular case when ¢
has a single neighbor in C' which is the element of a singleton chain. To estimate the total
number of queries, we have to estimate the number of queries of steps 5 and 14-15. By simple
binary search, step 5 can be done in [2logn]| queries. Similarly, steps 14, 15 can be done in
[logn] each. Thus, INSERT-VERTEX(C), 7) makes at most [2 + 2logn]| queries and the whole

3Throughout the chapter the logarithms are binary unless the base is indicated.



¢ Rl e e £V VD W bbiany W Wi el Lot tetaiivvsbisrevi e L Wy et via e WiL po et ity Wi Lt vy W revie e

Algorithme 4 INSERT-VERTEX(C), 7)
1: query left(C) U {i} and right(C) U {:}

2: if both answers are no then

3:  add one-vertex chain (i) to C

4: else if left(C) U {i} yields yes and right(C) U {i} yields no then
5. find in left(C') one or two vertices adjacent to i

6: if one such vertex was found then

7 append ¢ to the corresponding chain

8:  else {two such vertices a/, a! were found}

9 replace chains (a}, ... ,a},), (a,...,a}i) by chain (a,...,d},i,d},..., a})
10: end if

11: else if right(C) U {i} yields yes and left(C) U {i} yields no then
12:  proceed symmetrically to the previous case

13: else {both left(C) U {i} and right(C) U {i} yields yes}

14:  find in left(C) a vertex a} adjacent to i

15:  find in right(C) a vertex a}, adjacent to i

16: if a} # a}, then

17: replace chains (a}, ... ,a}), (af,...,a},) by chain (af,...,a},3,d},...,a})
18: else

19: replace chain (a}) by chain (a}, i)

20: end if

21: end if

algorithm RECONSTRUCT-MULTI(n, HC') makes at most [2 + 2logn|n = O(nlogn) queries
which matches the lower bound.

4.3 Quantitative multi-vertex model

This model extends the multi-vertex model by the possibility of counting pairs of adjacent
vertices in the query set. The first observation is that this feature reduces the information-
theoretic lower bound. Since each query has potentially n + 1 distinct answers, at least
log, 1 (n —1)!/2 = Q(n) queries in the worst case must be made by any algorithm. In this
section we prove that surprisingly enough, this linear bound can be achieved and propose an
algorithm that matches this bound.

The algorithm RECONSTRUCT-QUANTITATIVE(n, HC) has two main stages.

The first stage is easy to accomplish in O(n) queries by algorithm spLIT(n, HC).

by A
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Algorithme 5 RECONSTRUCT-QUANTITATIVE(n, HC')

1: Split the set of vertices {1,...,n} into three disjoint subsets such that any two vertices
from the same subset are not adjacent in HC

2: Find all edges between these subsets

Algorithme 6 spLIT(n, HC)
1: initialize three empty sets S, S, S3

2: for i :=1ton do

3:  if querying S; U {i} yields no then

4: add 7 to Sy

5. else if querying Sy U {i} yields no then
6: add 7 to Sy

7. else

8: add 7 to Ss3
9: end if

10: end for

Step 8 of algorithm SPLIT(n, HC') makes use of the fact that if ¢ has a neighbor in both S;
and Sy, it cannot have one in Ss. Clearly, SPLIT(n, HC') makes at most 2n = O(n) queries.

The second stage deals with three bipartite graphs formed by the edges of HC between
vertices of each of the three subsets. Consider such a graph. This is a bipartite graph in
which the degrees of vertices have the values {0, 1,2}. The problem now is to reconstruct
the graph by querying its subgraphs, where the output of a query is the number of edges in
the subgraph.

Let ', C5 be the two independent vertex sets of the bipartite graph, each of size at most
n. As the first step, consider the problem of determining the degree of each vertex in C; by
querying different subsets of C'; together with the whole set C5. This can be trivially done in
|C| steps by querying, for each i € Cy, the set {i} U Cy and getting immediately the degree
of i. However, better is possible.

The degree reconstruction problem can be reformulated as follows : reconstruct an unk-
nown vector (ai,...,a,), where a; € {0,1,2}, by means of querying, for a set of positions
I'={iy,....5} C{l,...,n}, for the sum >, a;.

Let us focus for a moment on the restricted case when a; € {0,1}, and consider the
following definition. Given n, a k x n {0, 1}-matrix A is called a separating matriz for all
{0, 1}-vectors of length n, if for any two such vectors v, ve, Av; # Av, provided that
v1 # vo. In other terms, arithmetic sums of different subsets of columns of A are all different.
Associating columns to objects and rows to queries, it is easy to see that such a matrix
provides an algorithm for the vector reconstruction problem with a; € {0,1}, that makes k
queries. The following result is known.
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Théoréme 15 A separating k X n matriz can be effectively constructed with asymptotic
number of rows k = 2n/logn which is also the asymptotically minimal number.

Theorem 15 has an interesting history. The problem of minimizing the number of rows
in a separating matrix was first studied by Erdds and Rényi [ER63| who proved the lower
bound of 2n/logn. Several other proofs of this lower bound were obtained later with various
methods. Probably the latest one is the elegant proof from [LV94] using the Kolmogorov
complexity (other references can be also found in [LV94]). As for the upper bound of 2n/ logn,
it was independently proved by Lindstrém [Lin65] and Cantor and Mills [CM66]. Later
in |[Lin75|, Lindstrém proposed a tricky construction of separating matrix with 2n/logn
rows asymptotically, based on elementary methods.

It is important to note that the separating matrix provides an algorithm, such that any
query it makes does not depend on the answers to the previous queries. In other words, all
queries are independent and can be specified before any answer is known. Such algorithms
are called non-adaptive. Although non-adaptive algorithms are obviously less powerful in
general, they often admit “nicer” mathematical formulations which allow to use more powerful
mathematical methods.

Another important remark about the algorithm implied by Theorem 15 is that its com-
plexity is twice the information-theoretic lower bound log, ;2" = n/log(n + 1). Thus, in
spite of the restriction of non-adaptiveness, the algorithm reaches, up to a constant factor of
two, the absolute lower bound. Moreover, no adaptive algorithm with a better complexity is
known.

Let us now turn back to our case when a; € {0,1,2}. The following extension of Theo-
rem 15 holds.

Théoréme 16 A separating k X n matriz for the n-vectors with elements {0,1,2} can be
effectively constructed with the asymptotic value of k = 4n/logn.

Theorem 16 follows from the general bound & = 2[log(d + 1)|n/logn for the case when
the elements of the unknown vector take the values {0, 1,...,d}. The proof of this bound is
an extension of Lindstrém’s proof from [Lin75] of Theorem 15 and is given in Section 1.3.

Let us now return to the bipartite graph problem. As the second step, consider the
following problem : Given a vertex ¢ € C}, find its two adjacent vertices in Cy by querying
subsets of Cy. The simplest way to do it (see also Section 4.2) is to find the two vertices in
2logn queries using binary search. However, binary search is a strongly adaptive method,
and for the reason that will become clear in a moment, we need a non-adaptive algorithm.

Note that this problem as well as the vector separation problem above is typically stu-
died in the area of Combinatorial Group Testing. We refer the reader to [DH93, Aig88| for
overviews of the area, and to [Hwa87| for a nice account of some results for the case of two
“defective objects” to be identified. In our case, two “defective objects” among n should be
identified in a non-adaptive manner and querying a subset outputs the number (0,1 or 2) of
“defective objects” in it. To define such a non-adaptive algorithm amounts to constructing
a k x n {0,1}-matrix such that the component-wise sums of two different pairs of columns
are all different. Let us call such a matrix a 2-separating k x n matriz. The following result
is from |Lin69].

by A
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Théoréme 17 ([Lin69]) A 2-separating k X n matriz can be effectively constructed with the
asymptotic value of k = 2logn.

Note that although Theorem 17 provides the same bound as the naive binary search
method, its proof is non-trivial since the non-adaptiveness is a serious restriction here. For
comparison, the optimal adaptive algorithm for finding two “defective objects” in the model
with counting was proved to make C'logn queries, where 1.26 < C < 1.44 [Hwa87|.

Now we are in position to give an efficient algorithm for the bipartite graph problem that
combines the two non-adaptive algorithms above.

Consider the non-adaptive algorithm based on Theorem 17 for finding the two adjacent
vertices in Cy for a given vertex ¢ € (). This algorithm is simply a collection of subsets
Py, ..., P, C (5 such that the numbers of adjacent vertices of ¢ in Py,... , P identify uni-
quely the two adjacent vertices of 7 in Cy. Since P;’s don’t depend on 4, we will ask about
each P; for all ¢ € C; “at once” by applying the separating matrix of Theorem 16.

Clearly, after the whole run of RECONSTRUCT-BIPARTITE(C', Cy) the number of adjacent

Algorithme 7 RECONSTRUCT-BIPARTITE(CY, Cy)
1: for j:=1to k do

2:  apply the separating matrix from Theorem 16 to find, for each 7 € C;, the number of
adjacent vertices in P;

3: end for

vertices of each 7 € C; in each P; will be known, and therefore the adjacent vertices them-
selves can be determined. We conclude that RECONSTRUCT-BIPARTITE reconstructs a bipar-
tite graph with n vertices in each component asymptotically in (2logn)(4n/logn) = 8n =
O(n) queries.

Returning back to algorithm RECONSTRUCT-QUANTITIVE, solving the initial Hamilto-
nian cycle reconstruction problem, we summarize the complexity in the following final theo-
rem.

Théoréme 18 Reconstructing a Hamiltonian cycle in the quantitative multi-vertex model
can be done in O(n) queries.

Démonstration. Consider the algorithm RECONSTRUCT-QUANTITIVE. The first step (al-
gorithm SPLIT) requires 2n queries. The second step can be done by three applications of
algorithm RECONSTRUCT-BIPARTITE. Therefore, the overall query complexity can be boun-
ded from above by 2n + 3 - 8n = 26n = O(n). O

In conclusion we note that the quantitative model studied in this section (also called
the additive model) presents an interesting theoretical framework for reconstructing graphs

of more general classes than Hamiltonian cycles. Results in this direction are presented
in [GK97b].



U Ivwps vl « LVUUUVIOJUTD WU UWUITO WO Wi ol ot Tvwiivovvvsiiovoisie v W vvwvuovisire Wik §F JUVILUwiivvwy wuv LWl Wyl WpyilTovvew wie
J°

4.4 k-vertex and quantitative k-vertex models

In practical experiments only a limited number of primers can be submitted to one
reaction. The technology described in [SLC196] restricts this number to be smaller than 16.
Reactions with a bigger number of primers don’t give reliable outputs because of reaction
inhibiting effects. In terms of our mathematical model, the number of vertices that can be
queried is bounded by some predefined constant. This restriction cannot be captured within
the methods described in the previous sections as all of them essentially require querying
an unbounded number of vertices at some stages. This led us to consider in this section the
k-vertex and quantitative k-vertex models which restrict the multi-vertex and quantitative
multi-vertex models respectively by that every queried complete subgraph of K, has at most
k vertices.

The first observation is that each experiment with £ vertices can be simulated by (’2“) =
@ experiments with 2 vertices. Since the lower bound for the 2-vertex model is asymp-
totically n(n — 2)/4 (see Section 4.2), any algorithm that solves the problem in the k-vertex
model (even in the quantitative one) makes at least ;15&:21)) queries. Therefore, the focus of
this section is to reduce the multiplicative constant in the quadratic complexity bound. For
both models, we reduce this constant to one, that is we propose an algorithm which makes
Zgz:i))(l + 0(1)) queries. Note that this is twice the lower bound, but is the best we could
expect since the lower bound n(n — 2)/4 for the 2-point model is not known to be tight —
actually, no better algorithm than querying all the n(n — 1)/2 edges is known.

The central idea is to cover the complete graph K,, by subgraphs G, ... , G/, where each
G, is a complete graph K,,, m < k, such that every edge (i, j) of K, belongs to exactly one
G,. Assume that we have constructed such a covering. Querying each G;, we find at most n of
them which contain edges of the Hamiltonian cycle HC'. In each such G;, we can identify the
edges of HC' using the techniques developed in the previous sections. (Of course, G; N HC
does not form a Hamiltonian cycle of G;, but it can be seen that the results of Sections 4.2
and 4.3 still apply to such graphs.) Processing one G; then requires O(k log k) queries for the
k-point model (Section 4.2) and O(k) for the quantitative k-point model (Section 4.3), and
the overall complexity of the method is respectively M + O(nklogk) and M + O(nk). Thus,
the main problem is to minimize M, that is to cover the graph K, by a minimal number of
graphs K,,,, m < k, such that every edge of K,, occurs in only one of them. In the rest of the
Section we describe how it can be done.

In terms of sets, our problem is to construct a minimal number of subsets of the set
{1,...,n} such that every subset has at most k elements and every pair 7,5, 1 < 4,j < n,
occurs in exactly one subset. The problems of arranging objects of a set into some number
of (intersecting) subsets of a given size such that each object and each pair of objects occur
in a specified number of subsets is a well-established area in combinatorics called design
theory or block design (see e.g. [Hal67, BJL86, DS92|). However, most of the results there
present conditions for such an arrangement to exist and don’t consider algorithmic aspects
of its construction. Furthermore, subsets are usually required to have one or several specified
cardinalities. This requirements are too strong for our purpose, as we allow subgraphs of
any size smaller than k£ and we look for an algorithm approximating the minimal number of
subgraphs and not for an exact solution.

by A
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Another link that should be mentioned here is the Theorem of Rédl [R6d85] that insures
that there exists a covering family of complete subgraphs K} the number of which tends to
ZEZ:B for n going to infinity. However, we need stronger properties — the construction should
be “efficient” and should guarantee that no edge is covered many times.

We present below a simple and easy-to-implement algorithmic solution to this problem.
This solution has some relationships with classical design theory results (see the methods of
affine block design in [BJL86]), but we will not discuss them here. Instead, we present it in

a self-contained way and focus on algorithmic aspects and complexity analysis.

Proposition 17 (Exact Design) Consider the complete graph K,,. Let n > k* and assume
that the set of vertices V- = {1,... ,n} is divided into k disjoint subsets Sy, ..., Sk of n/k ele-
ments each. If ged(n/k, (k—1)!) = 1, then (n/k)? subgraphs Ky can be effectively constructed
such that every edge between S; and S;, i # j, occurs in exactly one of the subgraphs.

Démonstration. Consider a (k x n/k)-table A° where the vertices of S; are placed (in any
order) in row j. We construct a sequence of (k x n/k)-tables A!, A%, ... A"/k=1 according to
the following formula : A*(7, j) = A°(4,j+ (i—1)t mod n/k),1 <t < n/k—1. Intuitively, at
each iteration each row i is circularly rotated by (i —1). We claim that for every two vertices
r €S,y € S;,, i1 # iy, there is exactly one column in A% A' ..., A"/*¥~! containing both
x and y. Indeed, assume that two tables A, A%, ¢, # {5, contain a column with z,y. Then
11, t2 must be solutions of the equation j; + (i1 — 1)t = jo+(io— 1)t mod n/k, that is j; —j, =
(19 —i1)t mod n/k. Value (i — i1) belongs to the set [—(k — 1), —1]U[1, k£ — 1]. Since n/k is
relatively prime to (k—1)!, it is relatively prime to all numbers from [—(k—1), —1]U[1, k—1].
Therefore, (io — 4;) has an inverse element in ring Z/(n/k)Z, and there is only one solution
t = (dg — 41)"'(j1 — jo) of the equation above in Z/(n/k)Z. This shows that if there are
two columns containing z,y, they must belong to the same table A’. However, in each A’
there is only one column containing x. There are n/k tables each containing n/k columns.
Associating every column to a complete subgraph, the lemma follows. O

The proof above gives a simple effective procedure of constructing subgraphs K. If n/k
is not relatively prime to (k—1)!, we extend the set V' of vertices by dummy vertices V' such
that (|V| + |V'|)/k verifies the property. Thus, the following corollary holds.

Proposition 18 Under the conditions of Proposition 17, if r > n/k and gcd(r, (k—1)!) =1,
then r? subgraphs K,,, m < k can be effectively constructed such that every edge between S;
and S, 1 # j, occurs in exactly one of the subgraphs.

Corollary 18 allows to construct subgraphs that cover all edges connecting vertices of
distinct subsets of the partition. To cover the whole graph, we apply the construction re-
cursively to each subset S;. This leads to the following algorithm DESIGN that constructs a
covering of the set of vertices V.

To estimate the total number M of subgraphs K,,, we need an estimate of the smallest
number ¢ > max(k, [n/k]) such that gcd(q, (k —1)!) = 1, i.e. ¢ is not divisible by any prime
number smaller than k. For the purpose of complexity estimation, we assume that instead
of such ¢ we choose p, where p is the smallest prime number p > max(k, [n/k]). Obviously,
p > q and p is not divisible by any number smaller than k. From Number Theory, it is
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Algorithme 8 DESIGN(V, k)
n=|V]|
if n <k then
Output K,

else
Find the smallest number ¢ > max(k, []) such that ged(q, (k —1)!) = 1.

Divide the vertices of V' together with ¢k — n dummy vertices into £ disjoint subsets
St,..., Sk

By applying Corollary 18 find ¢? subgraphs K,,, m < k covering each edge between
distinct subsets S; and S; exactly once

for j=1to k do
DESIGN(S}, k)
end for

end if

known that the asymptotic bound nextprime(n) —n < n# holds (see e.g. [Moz86]), where
nextprime(n) = min{p is prime|p > n}. Let M = f(n, k) be the total number the subgraphs
constructed by DESIGN(n, k). Then
1 ifn <k
f(n, k) =< nextprime(k)® + k if k<n <k?
nextprime(n/k)? + k- f(n/k, k) if n > k?

To estimate the asymptotic behavior of f(n, k) for n — oo, we consider only the last case.

logg

. n n 11/20\ 2
o < 3 (e (5) )
) () )
_ n(n-1) n?
- e ()

Since the overall query complexity of the method is f(n, k) + O(nklogk) for the k-point
model and f(n, k) + O(nk) for the quantitative k-point model, we obtain the final result.

Théoréme 19 Reconstructing a Hamiltonian cycle in the k-vertex model can be done in
Z—z(l +0(1)) queries.
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4.5 Practical aspects and computer experiments

In this concluding section we discuss the applicability of our results to real-life physical
mapping projects, and describe some computer experiments. Since the k-vertex model is
most close to the reality of biological experiments, we concentrate on this model.

Note that algorithm DESIGN can be implemented very efficiently. Number ¢ at line 2 can
be found by simply testing numbers max(k, [n/k]), max(k, [n/k]) + 1,... successively for
the property of being relatively prime to all numbers smaller than k. How many numbers do
we have to try before we find a good one? An attempt to give a rigorous answer would lead
to deep issues of number theory. Without undertaking this analysis we note that this number
of tries is small enough. Even if we look for the smallest prime number greater than n/k,
the estimation neztprime(n/k) — n/k < (n/k)w from the proof above is very pessimistic.
We will have to try only In(n/k) numbers “on average” as the number of primes smaller
than n is asymptotically n/Inn. If we look for a number which is possibly not prime but
relatively prime to all numbers 1,... &k — 1, then the number of tries will be even smaller.
Considering the set of numbers relatively prime to 1,... ,k — 1, it can be shown, using some
number theory arguments that we omit, that the average gap between consecutive numbers
from this set is e”logk ~ 1.781Ink asymptotically when k£ — oo (y = 0.577... is Euler’s
constant). This confirms that the procedure of line 2 takes very reasonable computation
time.

Note also that the case when k¥ < n < k? can be greatly optimized. The source for
optimization is that if n is close to k, then only a small part of the (k X g)-table (¢ > k) will
be filled with “real” vertices. Therefore, it might be better to create a table with a number
of rows smaller than k (e.g. of order y/n) that would be densely filled. This optimization
improves considerably the performance of the algorithm for small n.

Algorithm DESIGN has been implemented in C++ and tested on various argument values.
It appeared that for values of n, k arising in practical situations, DESIGN(n, k) runs very fast.
Table 4.5 summarizes some computations on a SPARC-10 workstation.

n | k| Number of subgraphs | Ratio to ZEZ:B time (sec)
o200 | 8 6524 1.464 0.81
500 | 16 2113 2.032 0.49
1000 | 8 20055 1.124 3.01
1000 | 16 6394 1.536 1.47
5000 | 8 465211 1.042 73.54
5000 | 16 112689 1.082 33.9
10000 | 8 1837697 1.029 296.5
10000 | 16 435441 1.045 134.34

TAB. 4.2 — Simulation results

The ratio of the number of subgraphs constructed to Z(Zj) indicates the quality of
the design. As expected, the ratio approaches 1 when the recursive depth of the algorithm

increases, the latter being equal to }zéz Note however that this is a somewhat pessimistic
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characteristic of the design quality since Zgg:ll)

subgraphs, which is not always achievable.

Finally, let us discuss the lower order term in the complexity bound of Theorem 19.
This term is of order nklogk for the k-vertex model and nk for the quantitative k-vertex
model. For practical data (e.g. n ~ 1000, k£ ~ 16) this value may be even bigger than the
number of subgraphs in the design (see above). Recall that this term corresponds to finding
actual edges of the Hamiltonian cycle after localizing them in at most n complete subgraphs
of size at most k. Fortunately, as n is big and k£ small, the expected time for this work is
considerably smaller. Actually, as (n/k)? > n, most of “positive subgraphs” will contain, with
high probability, only one edge of HC'. Such an edge can be found in about 2logk queries
([log (¥)1+1 in the worst case, see [Aig88, DH93]). Therefore, a good estimation (from above)
for this work is of order 2nlogk queries. (Note that quantitative k-vertex model makes no
difference here.) Computer simulations show that for n = 1000, £ = 16 there are around 911
positive subgraphs. If we are satisfied with finding only one edge from each positive subgraph
we need about 12690 queries (including determination of positive subgraphs).

It must be noted that mathematical formalizations studied in this chapter must be consi-
dered as the first step for modeling real-life physical mapping projects. We didn’t take into
account some further biological constraints arising in practice. One such constraint is related
to errors that are always present in biological experiments. Another complicating feature is
implied by the fact that in practice, the contigs which yield the positive outcome of the PCR
are not those that are just adjacent but rather those that are situated within some threshold
distance. This leads to a graph which is an extension of the Hamiltonian cycle such that a
vertex is connected to several vertices in its “neighborhood” and not just to one vertex “on
each side”. However, we believe that our procedure for design construction is a useful basis
that can be further refined into mathematical models better adapted to particular practical
situations.

To conclude, we note that combinatorial search problems are very common in molecular
biology (see |[KM95]), screening clone libraries being a typical example. Therefore, we believe
that the techniques developed here can be successfully applied to other biological tasks too.

is the absolute minimum of the number of

by A



Annexe A

Logiciel Designer

A.1 TImplantation dans Maple V

Ici nous présentons la source Maple du programme Designer qui construit les (2, &, n)-
designs. L’algorithme sous—jacent est une modification de I'algorithme décrit dans la sec-
tion 4.4 et utilise le calcul dans les corps finis. L’analyse de la complexité a été effectuée
dans [GK97a|.
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First appeared Jan 1996

#

# GENERATION OF A GOOD 2-DESIGN

#

# Copyright (C) 1996 -- freely distributable

#

# By Vladimir Grebinski (grebinsk@loria.fr)
# and Gregory Kucherov (kucherov@loria.fr)
#

#

#

HURHHHHHHA R R AR R R R RS

# 1. Introduction

83
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When we cover all possible $k$ subsets of a set $1..n$ by some

$1$ (>k) subsets, such that all $k$ subset are covered, one says we
have designed (n,k,l)-coverage (=(n,k,l)-design). The lower bound on
the minimum number of covering sets is
$binomial(n,k)\binomial(1,k)$. Whether it can be achieved
asymptotically when $k$ and $1$ is fixed, is the Erdoes-Hanani
conjecture proved by Roedl in 1985.

Since the latter proof is highly non-constructive, the need of a

"good" practical solution has arisen. We present the realisation of

the algorithm, which builds a "good" 2-covering of a set $1..n$.

The present program claims to find a "good" solution in the following sense:
1. Whenever n=k~a=p~(ab), with prime $p$, it outputs the precise
coverage(=design) .

2. Otherwise it extends $n$ to the nearest

number such that $n/k$ is a prime power. And apply itself as in

"ideal" case. It can be proven that such approach gives

asymptotically optimal 2-coverage (=design).

For more information see:

V.Grebinski, G. Kucherov, "Reconstructing a Hamiltonian Circuit by
Querying the Graph: Application to DNA Physical Mapping" , Technical
Report 96-R-123, Centre de Recherche en Informatique de Nancy

(CRIN) .

The paper is available at
http://www.loria.fr/~grebinsk/publications/ri96R123.ps.gz

HUERBHHHH BB GHHHHBRRRHHHBEREHFH BB RGHHHBRRE SRR R R GSHH AR R R R

#

#2. Short description

H OH OH H H OH H R

The function Design(n,k) returns a coverage of all 2-subset of the
set [1..n] by subset of size at most k. The answer is given in form
of list of subset, where each subset is represented as a list of its
members.

The function DesignRND(n,k) returns a random coverage, which is
formed by a random permutation of the entries [1..n].

HURBHHHHHARGHHHH BB HH R ARG H R RHH R R R R R R

#3. Drawbacks and limitations

#
#
#

The design with VERY small (n,k) is not very good. When n>>k"2,
everything goes to its asymptotic value.
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# We use Galois fields...
readlib(GF):

HHHHBHHHBGHHAGHBRFH R R R R R R R
#
#best(n) -> [p,k] -- $p~k$ is the closest to $n$ prime power
#
best :=proc(n)
options remember;
m:=2%n;
for i in [ seq([nextprime(ceil(evalf(-1.0+n~(1/3)))),j] ,
j=1..ceil(evalf (1+log[2]1(n))))]
do
if i[1]1-i[2]<m then x:=[i[1],i[2]]: m:=i[1]"i[2] fi:
od:
b
end:

B R i
#

# Design(n,k) generates a (2,k) design of a set 1..n

#

# Questionl produces many 1-element subset. They should be eliminated.

Design:=proc (n,k)
select ((L-> evalb( nops(L)>1)), Questionsi(n,k) (seq(i,i=1..n)))
end:

HHSHEHS G R R HEHGH G HEH SRS GG RS H GRS R H GRS RS S S R 3 H
#
# DesignRND(n,k) generates a random (2,k) design of a set 1..n
#
with(combinat) :
DesignRND:=proc (n,k)
select ((L-> evalb( nops(L)>1)), Questionsi(n,k) (op(randperm(n))))
end:

g G e T s s T e
#
# shift -- needed by Questionsl
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#
shift:=proc(t,k,G)

option remember;

[seq(GL*‘] (G[input] (1) ,G[input] (t)),i=0..k-1)]:
end:

HHFHBRHHBGHHAGHBRFH R R R R R
#
# Mat -- converts element at (x,y) in a table with width $xmax$ and
# $n$ elements into $a.i$, for some $i$, or an empty element. Needed
# by Questionsi
#
Mat :=proc(x,y,xmax,n)
if (x>=xmax) or (y-1)*xmax+x+1>n then op([]) else a.((y-1)*xmax+x+1) fi:
end:

HHRHAHG G H B HEH SR B HEH GRS H SRR HEHEHHG RS R R 3 H
#

#Questionsi(n,k) -- the main function.

#Returns function [list of $n$ names]-> (2,k) design on this names.

#

Questionsl:=proc(n,k) option remember;

V:=[seq(a.i,i=1..n)];

F:=floor(n/k); Fl:=ceil(n/k): Filled:=n mod k:
TB:=best (max(ceil(n/k) ,k));

G:=GF (op(TB));

T:=TB[1]"TB[2];

N:=n;

S s s s
#

# Case 1 (n<=k)

# In this case all 2-subset can be covered by one $k$-set.
#

if n<=k then V

elif n<=k~2 then

HAHHBRHHBEGHHAGHBRGH B GHBGHH G HHAGHBRGH ARG H G H RS H B GH B

#

# Case 2 k™2>n => treat the set as affine space with near to $n$
# elements and traverse all its lines.

#
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xmax:=ceil(sqrt(n)): #Calculating good width
TB:=best (xmax) ;
G:=GF (op(TB)):
T:=TB[1]~TB[2]; N:=n;
kl:=ceil(n/xmax) ; #Calculating new k
seql:=[seq(i, i=1..k1)]:
f:=proc(L,xmax,k,N) [seq( Mat(L[i],i,xmax,N), i=1..k)] end:
Mi:=
seq(
( seq( f(
map( (x,c0l,G)-> G[output] (G[‘+](x,(col))),
shift(t,k1,G),
G[input] (col),G) ,xmax,k1,N),
col=0..T-1)) , t=0..T-1),

H#H#
#now recursive call
H#H#
seq( proc (a,b) op(op((Questionsi(nops(a),b) (op(a))))) end
(simp([seq(Mat (x,i,xmax,n),x=0..T-1)]1),k),i=1..k1 ):
else
#HiH##
# The last case, Case 3 -- k<n<k~2. Some heuristique are implemented.
#HiH#
xmax:=ceil(n/k):
TB:=best (xmax) ;
G:=GF (op(TB)) ;
T:=TB[1]~TB[2];
kil:=k;
seql:=[seq(i, i=1..k)]:
f:=proc(L,xmax,k,N) [seq( Mat(L[i],i,xmax,N), i=1..k)] end:
seq(
(seq( £( map( (x,c0l,G)-> Gloutput] (G[+‘](x,(col))),
shift(t,k,G),
G[input] (col),G),
xmax,k,N)
,col=0..T-1)) , t=0..T-1),
seq( proc (a,b) (op((Questionsi(nops(a),b)(op(a))))) end
(([seq(Mat(x,i,xmax,n),x=0..xmax-1)]),k),i=1..k ):
fi:
unapply (["],op(V)):
end:
HHHBHAHHEHBHH SRR H R HH G RHE R HH R EH R
# This is the end of the package #

HURBHHHHHHHGHHHHBRRGHHH B RS HH AR

HURHHHHHHBR G HHH B G HH R AR
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# Example
# >Design(9,3);

+*

L, 4, 71, [2, 5, 81, [3, 6, 91, [1, 5, 91, [2, 6, 71, [3, 4, 8],
(1, 6, 81, [ 2, 4, 91, [3, 5, 71, [1, 2, 3], [4, 5, 6], [7, 8, 9]]

+*

+*

>DesignRND(12,4);

({10, 5, 31, 6, 8, 21, [1, 12, 71, [9, 11, 41, [10, 8, 71, [6, 5,
4], [1, 11, 31, [9, 12, 2], [10, 12, 41, [6, 11, 71, [1, 5, 2], [9,
8, 31, [10, 11, 2], [6, 12, 31, [1, 8, 41, [9, 5, 71, [10, 6, 1, 9],
(5, 8, 12, 111, [3, 2, 7, 41]

H H OH

A.2 Code C++

[’algorithme DESIGN(V, k) est une version améliorée de l'algorithme de [GK97al. Pour
des raisons d’efficacité on n’utilise pas de corps finis. Les tests montrent que cet algorithme
se comporte trés bien pour les valeurs n > max (500, £%). Dans le cas n < 500 il est préférable
d’utiliser I'algorithme précédent.

/*
Copyright by V. Grebinski (grebinsk@loria.fr) and G. Kucherov, (C) 1997
This code is under GNU public licence.
NO WARRANTY of any kind

*/

#include<iostream.h>
#include<math.h>

long sub_design (int a0, int d, int n, int k);

void Design (int n, int k);

int inline valeur (int t, int row, int col, int a0, int d, int n, int k, int width_p);
int true_name (int row, int col, int a0, int d, int n, int k);

int is_valid (int row, int col, int n, int k);

int is_prime (int x);

int next_prime (int x);

int inline gcd (int a, int b);

int inline next_good (int w, int k);

static long total_edges; // total number of edges in design (should be
// = nx(n-1)/2 )

void
Design (int n, int k)
// Build "good" design on n vertices by k subgraphs
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// The output is sent to stderr in the form of $k$--tupels.

total_edges = OL;

// Call "real" calculation

// Matrix (n/k)*k is filled starting from a0=1 with step d=1.
// We are trying to fill lines as much as possible.

// The value of $a0$ and $d$ is changed during recursive call
long total = sub_design (1, 1, n, k);

// Print some statistics here.

cerr

<< "\n\nProduced " << total << " subgraphs\n";

cerr << "Minimum expected number of subgraphs is "
<< (double) n *(n - 1) / k / (k - 1) << endl;
cerr << "\n" << "Achieved ratio " << (double) total / ((double) n * (n - 1) / k / (k - 1))
<< " times \n";
cerr << "\n\nNumber of edges covered " << total_edges << endl;
cerr << "Number of edges in the graph " << (long) n *(n - 1) / 2L << endl;
};
int
new_width (int n, int k)
{
return next_good ((n + k - 1) / k, k);
}
int
is_k_valid (int n, int k)
{
if (k <= 1)
return 0O;
else
return (new_width (n, k) * k >=n) 2 1 : 0;
}
long

sub_design (int a0, int d, int n, int k_global)

{

int k = k_global;

if (n <= k)

{
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if (n > 1)
{
int i, sum;
cout << "[ ";
for (i =1, sum = a0; i <= n; i++, sum += d)
cout << sum << " ";
cout << "J\n";
total_edges += (long) n *(n - 1) / 2L;
return 1L;
}
else
return OL;

}

// Case of Square Design

while (k > 2 && (is_k_valid (n, k - 1)) && (new_width (n, k - 1) <= new_width (n, k)))
{

——k;
}
const int width = ((n + k - 1) / k); // The width of the table being
// filled row-by-row
const int width_p = next_good (width, k); // Maybe we need enlarge this numer

long total = OL;

int full_rows = (n / width_p); // Now we fill table line-by-line
int items_left = (n % width_p); // The last line can be empty

int t, col, row, start;

int *candidate = new int[k];

for (t = 0; t < width_p; t++)
for (col = 0; col < width_p; col++)
{
int nonzero = 0;
for (row = 0; row < k; rowt++)
{
if ((candidate[row] = valeur (t, row, col, a0, d, n, k, width_p)) > 0)
nonzero++; // Count number of vertices in the design
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}
if (nonzero > 1)

{
cout << "[ ";
int val;
for (row = 0; row < k; rowt++)

if ((val = candidate[row]) > 0)
cout << val <« " ",

cout << "]\n";
total_edges += (long) nonzero *(nonzero - 1) / 2L;
total++;

for (row = 0, start = a0; row < full_rows; row++, start += width_p)
total += sub_design (start, 1, width_p, k_global);

if (items_left > 0)
total += sub_design (start, 1, items_left, k_global);

delete [] candidate;
return total;

// This function calculate the value which is stored in the matrix at
// (row,col) at the time $t$. The matrix at $t=0$% is defined by values
// (a0,d,n,k,width);

int inline
valeur (int t, int row, int col, int a0, int d, int n, int k, int width)
{

// Beware, that "width" here is width_p in sub_design()

// const int width=(n+k-1)/k;

// First, calculate the original coloumn
int old_col = ((col - row * t) % width + width) % width; //To be sure it is >=0

// If (row, old_col) is a valid entry -- get its value else -1
return (is_valid (row, old_col, n, width) ?
true_name (row, old_col, a0, d, n, width) : -1);

int inline
true_name (int row, int col, int a0, int d, int n, int width)



S

dAalvivvwdsv

L Lo

HYg Uit MM SO

e WS o

{
return (width * row + col) * d + a0;

}

int inline
is_valid (int row, int col, int n, int width)
{

return (row * width + col < n) ? 1 : 0;

}

int inline
is_prime (int x)
{

int ub = (int) floor (sqrt (x));

for (int i = 2; i <= ub; i++)

if ((x % 1) == 0)
return O;
return 1;

}

int
next_prime (int x)
{
if ((x % 2) ==0)
X++;
while (!is_prime (x))
X += 2;
return x;

}

int
gcd (int a, int b)
{
if (a > b)
return gcd (b, a);
if (a < 0)
return gcd (-a, b);
while (a)
{
int t = a;
a=>b?% a;
b=t;
}
return b;

}
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int
next_good (int w, int k)

{

}

// Finds next w which is coprime with 2,3,...,k-1;
// Expected time log k
if (w == 1)
w = 2;
for (5;)
{
int t = 1, i; /7 t==(k-1)%w;

for (1 = 1; 1 < k; i++)
t = (t *x i) % w;

if (ged (t, w) == 1)
return w;

else
wt+:

b

}

// Should break when w is a prime or before.

int
main ()

{

int n, k;

cerr << "Enter number of vertices: ";
cin >> n;
cerr << "Enter the limit size of covering graphs: ";
cin >> k;

Design (n, k);
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