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Cohomoloǵıa homotópica

1.1. Introducción

Definición 1.1. Una función continua f : X → Y es una equivalencia ho-
motópica débil si para cada x ∈ X,

f# : πq(X,x)→ πq(Y, f(x))

es un isomorfismo para toda q ≥ 0.

Escolio 1.2. Para q = 0, los elementos de π0(X,x) están en corresponden-
cia biuńıvoca con el número de componentes conectables por trayectorias del
espacio X, y f# es una biyección entre las componentes conectables por tra-
yectorias de X y las de Y . En efecto, como S0 = {−1, 1}, y uno de estos
puntos (digamos, 1) ya tiene una imagen fija, entonces cuando f(−1), g(−1)
caen en la misma componente conectable por trayectorias tienen la misma
clase de homotoṕıa. La homotoṕıa entre f y g está dada por la trayectoria
que conecta a f(−1) y g(−1).

Teńıamos que

(X,x0) 7→ πq(X,x0) = [(Sq, ∗), (X,x0)]

es invariante topológico (e incluso homotópico) que es muy bueno por el si-
guiente teorema.

Teorema 1.3 (J. H. C. Whitehead). Sea f : X → Y una equivalencia
homotópica débil, donde X e Y son complejos CW (o del tipo de homotoṕıa
de un complejo CW). Entonces f es una equivalencia homotópica.

Sin embargo, sabemos que esta clase de invariantes son dif́ıciles de calcular
en general.

Teorema 1.4 (J. P. Serre). Sea X un complejo CW compacto y conexo.
Supongamos que π1(X) = 0 y que existe alguna q tal que πq(X) 6= 0. Entonces
hay una infinidad de dimensiones n tales que πn(X) 6= 0.
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1.2. Invariantes topológicos contravariantes

Si tenemos una función continua f : X → Y , deseamos un invariante
topológico (y, si se puede, homotópico) que sea contravariante

h(Y )
f∗:=h(f)−−−−−−→ h(X).

¿Cuál seŕıa un candidato? Sea G un grupo abeliano y h(X) = C(X,G), el
conjunto de todas las funciones continuas φ : X → G. Al conjunto C(X,G)
lo convertimos en grupo abeliano definiendo la suma como

(φ+ ψ)(x) = φ(x) + ψ(x)

y la identidad
Θ(x) = e,

donde e es el neutro de G, para todo x ∈ X. Aśı definidas las operaciones,
hacemos

f∗ : h(Y )→ h(X),
α 7→ α ◦ f.

Por propiedades categóricas, h es un funtor de Top en Ab, y por lo tanto
h(X) es un invariante topológico.

A efectos de cálculo, supondremos que X es localmente conexo. Definimos
una equivalencia en X diciendo que x ∼ y si, y sólo si, x e y están en la misma
componente conexa. Consideremos ahora el espacio cociente p : X → X/ ∼,
donde claramenteX/ ∼ es el conjunto de componentes conexas deX. Dotamos
a X con la topoloǵıa cociente. Como X es localmente conexo, las componentes
conexas son abiertas y cerradas, luego X/ tiene la topoloǵıa discreta.

Aplicando el funtor h, tenemos que f∗ : C(X/ ∼, G) → C(X,G). Si φ :
X → G es una función continua, pasa al cociente, pues φ es constante sobre
cada componente conexa. Esto es, existe φ tal que φ ◦ p = φ, pero φ ◦ p =
p∗(φ). Luego p∗ es suprayectiva. Es incluso inyectiva, pues si p∗(ψ1) = p∗(ψ2),
entonces ψ1 ◦p = ψ2 ◦p, lo que implica que ψ1 = ψ2 al ser p suprayectiva. Por
lo anterior, p∗ es un isomorfismo de grupos.

Dada que tanto X/ ∼ como G tienen la topooǵıa discreta, entonces
C(X/ ∼, G) = Fun(X/ ∼, G), que coincide con

∏
G, con un factor por cada

componente conexa.
Resultó entonces este un buen invariante, pues mide las componentes

conexas de un espacio topológico. Para mejorarlo, seŕıa bueno reemplazar
a G por algo un poco más complicado. Por ejemplo, podŕıamos tratar con
hR(X,R) = C(X,R). Estos grupos son abelianos nuevamente, pero ahora in-
cluso son anillos, definiendo (φ ·ψ)(x) = φ(x) ·ψ(x). De hecho, obtenemos un
invariante demasiado bueno para ser cierto.
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Teorema 1.5 (Gelfand-Kolmogorov). Sean X e Y espacios de compac-
tos de Hausdorff. Entonces X es homeomorfo a Y si, y sólo si, C(X,R) ∼=
C(Y,R).

En el teorema anterior es cierto también para espacios que no son com-
pactos, o que son completamente regulares y Lindelöf.

¿Cómo hacemos de C(X,G) algo más manejable? Una posiblidad es con-
siderar ahora G = R, es decir, [X,R]; el problema es que R es contráıble y por
eso [X,R] = 0. Otro grupo topológico es S1, y tiene la ventaja de que no es
contráıble, por lo que el invariante H1(X) = [X,S1] no es trivial. De hecho,
a este invariante se le denomina primer grupo de cohomoloǵıa homotópica.
Incluso tiene la propiedad de ser invariante homotópico.

Lema 1.6. Sean f0, f1 : X → Y funciones continuas y homótopas. Se satis-
face lo siguiente.

1. Si X
f0,f1−−−→ Y

g−→ X y g es continua, entonces g ◦ f0 ' g ◦ f1.
2. Si W h−→ X

f0,f1−−−→ Y y h es continua, entonces f0 ◦ h ' f1 ◦ h.

Demostración. Dado que existe la homotoṕıa H : f0 ' f1, entonces F =
H ◦ (g × idI) es una homotoṕıa entre f ◦ f0 y g ◦ f1, pues es continua y
F (s, 0) = f0 ◦ g(s) y F (s, 1) = f1 ◦ g(s). La composición F ′ = (h × idI) ◦H
demuestra el otro aserto. ut

Proposición 1.7. El grupo H1(X,Z) es un invariante homotópico.

Demostración. Recordemos que si f : X → Y es continua

f∗ : H1(Y )→ H1(X)
[φ] 7→ [φ ◦ f ].

Si f0 ' f1, entonces f∗0 [φ] = [φ ◦ f0] y f∗1 [φ] = [φ ◦ f1]. Por el Lema 1.6

f∗0 [φ] = [φ ◦ f0] = [φ ◦ f1] = f∗1 [φ],

como se queŕıa. ut

Tratando de generalizar H1 para q ∈ Z (pues sacamos mucho partido a
tener homoloǵıa para cada ı́ndice entero no negativo), podŕıamos intentar
definir [X,Sq]. Sin embargo, Sq es un grupo topológico sólo si q = 0, 1, 3, sin
mencionar que la homotoṕıa de Sq es bastante complicada en general.

Proposición 1.8. Se satisface

πq(Sq) =

{
Z, q = 1,
0, q 6= 1.
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Demostración. Consideremos a la función

e : R→ S1 : t 7→ e2πit,

que hace ver que R es un espacio cubriente de S1. Como R es conectable
por trayectorias, la acción de π1(R, 0) es transitiva sobre e−1(1) = Z. Luego,
usando el Ejercicio 1.1,

Z ∼= π1(R, 0)/e#π1(R, 0) ∼= π1(S1, 1),

(obsérvese que el isomorfismo de grupos es posible solamente tomando la fibra
e−1(1) 3 0). Por el Ejercicio 1.2, πq(S1, 1) ∼= πq(R, 0) para q ≥ 2. Como R es
contráıble, todos sus grupos de homotoṕıa son triviales. ut

No podemos, pues, usar a Sq. Aún aśı, el caso particular q = 1 resulta
revelador. Seŕıa ideal definir

Hq(X,Z) = [X,Kq]

donde Kq es un grupo abeliano con una estructura homotópica simple. Esto
es, que sólo tenga un grupo de homotoṕıa no trivial.

Definimos al grupo abeliano libre generado por un conjunto basado (S, s0)
en Z como

F (S; Z) = {v : S → Z : v(s) = 0 para casi todo s ∈ S, v(s0) = 0};

también definimos

Fk(S; Z) = {v : S → Z : v(s0) = 0,∀{si}ki=1, v(si) = 0}.

Sea (X,x0) un espacio topológico basado, y consideremos a F (X,Z). Para
darle una topoloǵıa a F (X,Z), primero consideremos a (Z×X)k

µk−−→ Fk(X,Z)
dado por ((ni, xi)) 7→

∑
nixi. A Fk(X; Z) le damos la topoloǵıa cociente, y

aśı a
F (X; Z) =

⋃
k≥0

Fk(X,Z)

lo dotamos con la topoloǵıa ĺımite (o coherente), donde un subconjunto A es
abierto si A ∩ Fk(X; Z) es abierto para cada k ≥ 0.

¿Cómo demostrar que F (X; Z) es un grupo topológico? No será posible
a menos que hagamos algunas suposiciones adicionales. Consideremos el si-
guiente diagrama:

(Z×X)k × (Z×X)`

µk×µ`

��

∼= // (Z×X)k+`

µk+`

��

Fk(X; Z)× F`(X; Z)
+

// Fk+l(X; Z).

Para ver que la suma es continua, es necesario que la suma para cada k y
para cada ` sea continua. Sin embargo, aunque µk y µ` son identificaciones,
µk × µ` no es una identificación en general. Hay dos formas de resolver esto.
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1. Trabajar en una categoŕıa de espacios topológicos donde el producto tiene
una topoloǵıa que convierte a µk×µ` en una identificación. Esta categoŕıa
se construye con variantes de “k-espacios”, es decir, espacios de Hausdorff
con la topoloǵıa coherente con la familia de subespacios compactos.

2. Restringir a X, utilizando solamente poliedros con una cantidad numera-
ble de simplejos.

En cuanto a la segunda opción, se puede demostrar que si X es un poliedro
con una cantidad numerable de simplejos entonces F (X,Z) es un complejo
CW con una cantidad numerable de celdas. El producto de dos complejos
CW numerables vuelve a ser un complejo CW, lo que en general no sucede.

Bajo estas hipótesis, µk × µ` es una identificación y por lo tanto la suma
es continua.

El caso del inverso es mucho más sencillo porque en el diagrama

(Z×X)k

µk

��

f
// (Z×X)k

µk

��

Fk(X; Z) ?−1
// Fk(X; Z).

donde f((ni, xi)) = ((−ni, xi)), f es un homeomorfismo y µk es una identi-
ficación, aśı que tomar inversos es una operación continua. Eso por esto que
optando por la segunda solución tenemos que F (X,Z) es un grupo topológico.

Resta ahora buscar X tal que F (X,Z) tenga una estructura homotópica
simple, y para esto necesitamos calcular πq(F (X,Z)).

Teorema 1.9 (Ley exponencial). Si X, Y y Z son espacios topológicos y
Y es localmente compacto y Hausdorff, entonces la asociación

φ : C(X × Y, Z)→ C(X,C(Y, Z)),
f(r, s) 7→ (f(r))(s)

es una biyección.

Lema 1.10. Sea P = X × {0} ∪X × {1} ∪ {x0} × I. La biyección φ de la ley
exponencial induce la biyección de mapeos basados

C((X × I, P ), (Z, z0))
φ−→ C ((X,x0), C((I, ∂I), (Z, z0)))

donde el punto base del lado derecho (que no escribimos para acortar la nota-
ción) es la función constante ωz0(t) = z0.

Demostración. Sea F : X × I → Z. Entonces

φ(F (x, 0)) = (F (x))(0) = z0 y φ(F (x, 1)) = (F (x))(1) = z0

pues en X ×{0} y X ×{1} el espacio X × I es env́ıado al punto z0. También
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∀t ∈ I, φ(F (x0, t)) = (F (x0))(t) = z0,

pues en S(X,x0) el conjunto {x0}×I es mapeado z0. Dado que φ es biyección,
podemos tomar para

h : (X,x0)→ C((I, ∂I), (Z, z0))

su imagen inversa φ−1(h)[x, t] = h(x)(t), que debe satisfacer

∀t, φ−1(h)[x0, t] = h(x0)(t) = z0

φ−1(h)[x, 0] = h(x)(0) = z0 = h(x)(1) = φ−1(h)[x, 1],

lo que comprueba que efectivamente φ−1(h) ∈ C((S(X,x0), ∗), (Z, z0)). ut

Lema 1.11. Sea P = X×{0}∪X×{1}∪{x0}×I. Consideremos la suspensión
basada

S(X,x0) = (X × I)/P.

Existe una biyección

C((S(X,x0), ∗), (Z, z0))
p#←→ C((X × I, P ), (Z, z0)).

Demostración. Sea p la función identificación del cociente X × I y S(X,x0).
Para h : S(X,x0) → Z, definimos p#(h) = h ◦ p. Esto está bien definido
porque

h ◦ p(P ) = h(p(P )) = h[P ] = z0.

La función p# es inyectiva pues si p#(h1) = p#(h2), entonces h1◦p = h2◦p,
y dada la suprayectividad de p, se sigue que h1 = h2.

Para ver que p# es suprayectiva, sea F : X × I → Z tal que F (P ) = z0.
Entonces la función F [x] = F (p−1[x]) está bien definida, pues

F [x] = F (p−1[x]) =

{
F (x), x /∈ P,
F (P ) = z0, x ∈ P,

= F (x)

y dado que p es una identificación, se sigue F es continua. Además,

p#(F )(x) = F ◦ p(x) = F (p−1[x]) = F (x).

Esto verifica el aserto. ut

Corolario 1.12. Existe una biyección

C((S(X,x0), P ), (Z, z0))
φ↔ C((X,x0), (Ω(Z, z0), ωz0)),

donde
Ω(Z, z0) = C((I, ∂I), (Z, z0)) = C((I/∂I, ∗), (Z, z0))

y la última igualdad es resultado del Ejercicio 1.3.
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Este resultado nos lleva al concepto de funtores adjuntos. Consideremos la
categoŕıa de espacios basados Top•. Vamos a definir dos funtores S : Top• →
Top• y Ω : Top• → Top•.

Para el caso del primer funtor, consideremos a una función basada f :
(X,x0) → (Y, y0) y definimos Sf : (SX, ∗) → (SY, ∗) mediante el siguiente
diagrama

X × I f×idI−−−−→ Y × I

p

y yq
SX −−−−→

Sf
SY.

Debe satisfacerse

(q ◦ f × idI)(s, t) = q(f(s), t) = [f(s), t]

y
(Sf ◦ p)(s, t) = Sf(p(s, t)) = Sf [s, t],

aśı que definimos, para hacer conmutar el diagrama

Sf : SX → SY,

[s, t] 7→ [f(s), t].

Esto está bien definido, pues

∀t Sf [x0, t] = [f(x0), t] = [y0, t],
Sf [s, 0] = [f(s), 0] = [y, 0],
Sf [s, 1] = [f(s), 1] = [y, 1],

y como p es identificación, Sf es continua.
Para el caso del segundo funtor es sencillo definirlo en las funciones conti-

nuas f : (X,x0)→ (Y, y0)

Ωf : (ΩX, ∗)→ (ΩY, ∗)
σ 7→ f ◦ σ,

pero es más dif́ıcil ver que Ωf es continua. Aqúı sale en nuestro auxilio la
correspondencia φ dada por la ley exponencial haciendo X = C(S1,W ), Y =
S1 (lo cual es posible porque S1 es un espacio compacto y Hausdorff)

C(C(S1,W )× S1, Z)↔ C(C(S1,W ), C(S1, Z)).

Consideremos a la función C(S1,W )× S1 ev−→ W
f−→ Z, donde ev(g, w) =

g(w). Por el Ejercicio 1.4, ev es continua, luego f ◦ ev es continua. Dado
σ ∈ C(S1,W ), tenemos que
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(φ(f ◦ ev))(σ) = (f ◦ ev)(σ, ?) = f(ev(σ, ?)) = f ◦ σ = (Ωf)(σ),

lo que implica que Ω(f) es continua, dadas las propiedades de la correspon-
dencia.

Tenemos los diagramas

Z C(SX,Z)
φ◦p#−−−−→∼= C(X,ΩZ)

g

y g∗

y yΩg∗
Z ′ C(SX,Z ′)

φ◦p#−−−−→∼= C(X,ΩZ ′)

(1.1)

y

X ′ C(SX,Z)
φ◦p#−−−−→∼= C(X,ΩZ)

f

y Sf∗
x xf∗

X C(SX ′, Z)
φ◦p#−−−−→∼= C(X ′, ΩZ)

(1.2)

donde para h ∈ C(SX,Z)

g∗ : C(SX,Z)→ C(SX,Z ′),
h 7→ g ◦ h,

y para θ ∈ C(X ′, ΩZ),

f∗ : C(X ′, ΩZ)→ C(X,ΩZ),
θ 7→ θ ◦ f.

Cuando se tienen un par de funtores entre las categoŕıas C y D

C
S

))
D

Ω

ii

tales que existe una biyección

D(SX, Y )↔ C(X,ΩY )

y tanto
D(SX,Z) −−−−→ C(X,ΩZ)

D(SX,g)

y yC(X,Ωg)

D(SX,Z ′) −−−−→ C(X,ΩZ ′)

(1.3)

como
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D(SX,Z) −−−−→ C(X,ΩZ)

D(Sf,Z)

x xC(f,ΩZ)

D(SX ′, Z) −−−−→ C(X ′, ΩZ)

(1.4)

conmutan, se dice que los funtores S y Ω son adjuntos. En particular, se dice
que S es adjunto izquierdo de Ω y Ω adjunto derecho de S.

Ejemplo 1.13. Consideremos

R-Mód
U

,,
Conj

F

mm

donde U es el funtor olvidadizo y F es el funtor que env́ıa al conjunto C al
R-módulo libre FC generado por C. Estos funtores son adjuntos, y tenemos
que existe una correspondencia biuńıvoca

HomR(FX,M)↔ Fun(X,UM),

es decir, cuando hay un homomorfismo R-lineal entre un módulo libre y un
R-módulo, existe una correspondiente función entre la base del módulo y el
conjunto subyacente del módulo libre.

Queremos pasar ahora esta adjunción entre la suspensión y el espacio
de lazos a la categoŕıa HTop•. En otras palabras, deseamos definir S,Ω :
HTop• → HTop• que sean adjuntos.

Sean f, g : (X,x0)→ (Y, y0) tales que f ' g (las homotoṕıas son basadas)
y Sf, Sg : (SX, ∗)→ (SY, ∗) y nos preguntamos si Sf ' Sg. Consideremos la
homotoṕıa H : X × I → Y entre f y g, y tratemos de construir a partir de
ella una homotoṕıa F : SX × I → SY .

Antes de eso, describiremos una construcción que facilita escribir las sus-
pensiones. Si (X,x0) y (Y, y0) son espacios basados, definimos su producto
reducido (smash) como X ∨ Y = X × Y donde

X ∨ Y = {x0} × Y ∪X × {y0}.

Para funciones continuas basadas f : X1 → Y1 y g : X2 → Y2, definimos

f ∧ g : X1 ∧X2 → Y1 ∧ Y2

x1 ∧ x2 7→ f(x1) ∧ g(x2)

donde x1 ∧ x2 = [(x1, x2)], que es continua ya que tenemos el siguiente dia-
grama conmutativo

X1 ×X2
f×g−−−−→ Y1 × Y2

p

y yq
X1 ∨X2 −−−−→

f∨g
Y1 ∨ Y2
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y al ser f × g continua y p una identificación, f ∨ g es continua. Nótese que
del Ejercicio 1.6 se sigue que SSn ∼= Sn ∧ S1 ∼= Sn+1.

Sean H : f ' g tal que H es basada. Definimos

F : (X × S1)× I → Y × S1

f((x, s), t) 7→ (H(x, t), s);

pasando a las suspensiones

(X × S1)× I F−−−−→ Y × S1

p×idI

y yq
(X ∧ S1)× I −−−−→

F
Y ∧ S1,

se puede demostrar que p × idI es una identificación. Como la homotoṕıa es
basada, F pasa al cociente como F .

Definición 1.14. El n-ésimo espacio de lazos Ωn(X,x0) se define como

Ωn(X,x0) = Ω(Ωn−1(X,x0)).

Supongamos que H : f ' g. Definimos T : ΩX × I → ΩY como
T (α, t)(s) = H(α(s), t). Se satisface

T (α, 0)(s) = H(α(s), 0) = f(α(s)) = (Ω(f))(α)(s),

ya que hab́ıamos definido (Ωf)(α) = f ◦α. Aśımismo, T (α, 1) = (Ω(g))(α)(s).
Si T fuera continua, seŕıa una homotoṕıa entre Ωf y Ωg. Para esto, conside-
remos la biyección

C(ΩX × I, C(S1, Y ))
φ↔ C(ΩX × I × S1, Y )

que lo es porque S1 es localmente compacta y Hausdorff. Aśı, φ−1(T ) es la
composición

ΩX × I × S1

ev

��

φ−1(T )
// Y

X × I
H

55kkkkkkkkkkkkkkkkk

Como ev es continua y H es continua, φ−1(T ) es continua y de aqúı que
T es continua.

Proposición 1.15. Las asociaciones S,Ω : HTop• → HTop• son funtores.

Teorema 1.16. Más aún S,Ω son funtores adjuntos.
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Demostración. Necesitamos demostrar que existe una biyección

[(SX, ∗), (Z, z0)]↔ [(X,x0), (ΩZ, ∗)]

que de hecho está inducida por φ. Esto es, que φ manda funciones homótopas
en funciones homótopas. Sean f, g : SX → Z funciones basadas tales que
H : f ' g. Consideremos la composición

X × S1 × I
F

%%KKKKKKKKKK

p×idI

��

SX × I
H

// Z.

En virtud de que

C(X × S × I, Z)↔ C(X × I, C(S1, Z)),

debemos definir F = φ(H ◦ (p× idI)). Entonces

F (x, 0)(s) = H(x ∧ s, 0) = f(x ∧ s) = φ(f)(x)(s),
F (x, 1)(s) = H(x ∧ s, 1) = g(x ∧ s) = φ(g)(x)(s)

y

F (x0, t)(s) = H(x0 ∧ s, t) = H(∗, t) = z0,

F (x, t)(s0) = H(x ∧ s0, t) = H(∗, t) = z0.

Ahora consideremos funciones homótopas f, g : (X,x0) → (ΩZ, ∗) bajo
H. Veamos que efectivamente φ−1(H(s, t)) = H(s ∧ t), donde s ∈ X, t ∈ I,
es una homotoṕıa. En efecto,

H(s ∧ 0) = φ−1(H(s, 0)) = φ−1(f(s)),

H(s ∧ 1) = φ−1(H(s, 1)) = φ−1(g(s)),

y
H(x0, t) = φ−1(H(x0, t)) = φ−1(ωz0),

como se queŕıa. ut

Proposición 1.17. Se satisface

πq(X,x0) = πq−1(Ω(X,x0), ∗).

Demostración. Ciertamente,

πq(X,x0) = [(Sq, ∗), (X,x0)]

= [S(Sq−1, ∗), (X,x0)]

= [(Sq−1, ∗), (Ω(X,x0), ∗)]
= πq−1(Ω(X,x0), ∗),

que es lo afirmado. ut
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Corolario 1.18. Se satisface πq(X,x0) = π0(Ωq(X,x0), ∗).

Queŕıamos todo esto para calcular

πq(F (X; Z), Θ) = [(Sq, ∗), (F (X; Z), Θ)];

para esto veamos la siguiente función:

h : F (X; Z)→ ΩF (SX; Z),∑
nizi 7→

∑
nixi ∧ t.

Teorema 1.19. Sea X un poliedro numerable. Entonces h : F (X; Z) →
ΩF (SX; Z) es una equivalencia homotópica.

Corolario 1.20. Los grupos de homotoṕıa de F (X; Z) satisfacen

πq(F (X; Z)) ∼= πq(ΩF (SX; Z)) ∼= πq+1(F (SX; Z)).

Ejemplo 1.21. Consideremos

F (S0; Z) = {u : S0 → Z : u(1) = 0}.

Esto es isomorfo a Z bajo el isomorfismo u 7→ u(−1). Como F (S0; Z) es
discreto πq(F (S0; Z)) = 0 para q 6= 0. pues cualquier función continua de S0

en Z es constante.

Definición 1.22. Un espacio topológico X es un espacio de Eilenberg-Mac
Lane de tipo (R,n) si

πq(X) =

{
R, q = n,

0, q 6= n.

Teorema 1.23. Los espacios F (Sn,Z) son espacios de Eilenberg-Mac Lane
de tipo (Z, n), esto es,

πq(F (Sn; Z)) =

{
Z, q = n,

0 q 6= 0.

Demostración. Para n = 0, es el ejemplo anterior. Supongamos entonces que
F (Sn−1,Z) es un espacio de Eilenberg-Mac Lane de tipo (Z, n− 1). Entonces

πq(F (Sn; Z)) = πq(F (SSn−1; Z))

= πq−1(F (Sn−1; Z))

=

{
Z, q − 1 = n− 1,
0, q − 1 6= n− 1,

según la hipótesis de inducción. ut
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Estamos en posición de definir lo que sigue.

Definición 1.24. El n-ésimo anillo de cohomoloǵıa homotópica está definido
como

Hn(X; Z) = [X,F (Sn; Z)].

Para n = 1, podemos elegir tanto F (S1; Z) como S1, pues la función

S1 → F (S1; Z) : s 7→ 1s

es una equivalencia homotópica. Al ser ambos espacios de Eilenberg-Mac Lane
de tipo (Z, 1), los dos definen a la 1-cohomoloǵıa con coeficientes en Z.

Para el caso n = 0,
H0(X; Z) = [X,Z],

pero recordemos que habiamos definido el primer invariante topológico como
el funtor que asocia a X el anillo C(X,Z). En realidad, coiciden.

Teorema 1.25. Se satisface que C(X,Z) ∼= [X,Z].

Demostración. Sea C(X,Z)
p−→ [X,Z] definida por p(f) = [f ], donde esto

último denota su clase de homotoṕıa. Evidentemente, p es suprayectiva. Su-
pongamos que existe una homotoṕıa H × I → Z→ Z entre f y g. Sea x0 ∈ X
y αx0 : I → Z la restricción de H en {x0}×I. Por ser una composición de una
inclusión y una función continua, αx0 es continua. Sin embargo, Z es discreto,
aśı que αx0 está obligada a ser constante. En particular, g(x0) = f(x0). Dado
que x0 era arbitrario, f = g, luego p es un isomorfismo. ut

Lo que hemos hecho hasta ahora es, a partir del primer ejemplo de inva-
riante X  C(X,Z) = [X; Z], construir un invariante para cada n > 0 que es
Hn(X; Z) = [X,F (Sn; Z)]. Recordemos que H0(X; Z) mide las componentes
conexas de X.

Sin embargo, lo anterior no considera los puntos base, aśı que también
podemos definir

H̃0(X; Z) := C((X,x0), (Z, 0)) y H̃n(X; Z) = [(X,x0), (F (Sn; Z), Θ)],

y esta definición permite la existencia del isomorfismo de suspensión como
sigue.

Proposición 1.26. Hay un isomorfismo σ : H̃n(X; Z) → H̃n+1(SX; Z) lla-
mado isomorfismo de suspensión.

Demostración. Ya sabemos, por adjunción, que

[(SX, ∗), (F (Sn+1; Z), Θ)] ∼= [(X,x0), (ΩF (Sn+1; Z), ∗)].

Ahora necesitamos ver que relación hay entre F (Sn; Z) y ΩF (Sn+1,Z). El
espacio ΩF (Sn+1,Z) es un espacio de Eilenberg-Mac Lane de tipo (Z, n) ya
que
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πq(ΩF (Sn+1,Z)) ∼= πq+1(F (Sn+1,Z)) =

{
Z, q + 1 = n+ 1,
0, q + 1 6= n+ 1

pues, por un corolario anterior, πq(X,x0) ∼= πq+1(ΩX), y por lo tanto

πq(ΩF (Sn+1,Z)) =

{
Z, q = n,

0, q 6= n.

Con más precisión: teńıamos una equivalencia homotópica h : F (X; Z)→
ΩF (SX; Z). En particular, para X = Sn, tenemos

h : F (Sn; Z)→ ΩF (SSn; Z) = ΩF (Sn+1; Z),

de manera que σ está dada por la composición, es decir,

[(X,x0), (F (Sn; Z), Θ)] h∗↔ [(X,x0), (ΩF (Sn+1; Z), ∗)]

y esto último es isomorfo a [(SX, ∗), F (Sn+1; Z)], por adjunción. ut

Proposición 1.27. Los anillos Hn(?,Z) son invariantes homotópicos.

Escolio 1.28. El isomorfismo H̃0(X; Z) σ−→ H̃1(SX; Z) no existe en general si
las funciones no son basadas, como en el caso para X = S0.

Proposición 1.29. Se satisface

Hn(∗; Z) =

{
Z, n = 0,
0, n 6= 0.

Demostración. Tenemos

H(∗; Z) = [∗, F (Sn; Z)] =

{
C(∗,Z) ∼= Z, n = 0,
[∗, F (Sn; Z)], n 6= 0,

pues π0(F (Sn; Z)) = 0, lo que implica que F (Sn; Z) son conectables por tra-
yectorias. ut

Escolio 1.30. Para la teoŕıa hay que calcular los coeficientes, que son

H̃n(S0; Z) ∼= π0(F (Sn; Z)) =

{
Z, n = 0,
0, n = 0.
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1.3. Otros coeficientes

Sea G un grupo abeliano. ¿Cómo definir H̃q(X;G)? Recordemos que

H̃0(X; Z) = [(X,x0), (Z, 0)] = C((X,x0), (Z, 0)).

Algo razonable y análogo es

Hq((X,x0);G) = [(X,x0), (F (Sq;G), Θ)]

donde

F (Sq;G) = {u : Sq → G : u(s) = 0 para casi toda s ∈ Sq, u(∗) = 0}

es un grupo abeliano, con la suma definida por (u + v)(s) = u(s) + v(s). La
esfera no tiene nada de especial por ahora, aśı que podŕıamos definir

F (Z;G) = {u : Z → G : u(s) = 0 para casi toda s ∈ Z, u(z0) = 0}.

Dotamos a F (Z;G) de una topoloǵıa como sigue: para cada z ∈ Z, con
z 6= z0 y para cada g ∈ G definimos gz ∈ F (Z;G) a través de

gz(z′) =

{
g, z′ = z,

0, z′ 6= z.

Claramente, si u ∈ F (Z;G) existen z1, . . . , zk ∈ Z tales que gi = u(zi) 6= 0
y u(z) = 0 si z = zi para algún i, y aśı u =

∑n
i=1 gizi. Tenemos nuevamente

(G× Z)k
µk−−→ Fk(Z;G),

µk((gi, zi))ki=1 7→
k∑
i=1

gizi.

A (G×Z)k le damos la topoloǵıa producto y a Fk(Z,G) la topoloǵıa cocien-
te. Como Fk(Z;G) ⊆ Fk+1(Z;G) ⊆ · · · , entonces F (Z;G) =

⋃∞
k=0 Fk(Z;G).

Aśı, dotamos a F (Z;G) de la topoloǵıa coherente (o coĺımite).
Se nos presenta otra vez el problema de que F (Z;G) sea un grupo topológi-

co. Ponemos las restricciones sobre el espacio Z de modo µk×µ` sea continua
(recordemos que con el inverso no hay problema, pues siempre es continuo),
lo que hará que la suma sea continua y con ello que F (Z;G) sea un grupo
topológico. Hasta cierto punto también es necesario que G sea numerable.

Escolio 1.31. Frecuentemente vamos a tomar Z = Sq, que es un espacio con-
forme a las restricciones. Si G no es numerable, F (Sq, G) no es un grupo
topológico. Pero esto no importa ya que vamos a considerar principalmen-
te a H̃q(X;G) cuando X es un complejo CW. Si X es un complejo CW, la
propiedad de F (Sq;G) para cualquier G es que es un grupo topológico débil.
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Combinando todo esto, se puede demostrar que [(X,x0), (F (Sq;G), Θ)] es un
grupo abeliano, pues en la composición

X
φ,ψ−−→ F (Sq;G)× F (Sq;G) +−→ F (Sq;G)

puede elegirse una topoloǵıa en F (Sq;G) × F (Sq;G) tal que µ sea continua
(que es precisamente lo que significa que F (Sq;G) sea un grupo topológico
débil), y aśı X → F (Sq;G) es continua.

Proposición 1.32. Se satisface que

πq(F (Sn;G)) =

{
G, q = n,

0, q 6= n.

Demostración. El grupo F (S0;G) es isomorfo a G, lo que significa que

πq(F (S0;G)) =

{
G, q = 0,
0, q 6= 0.

Supongamos que F (Sn−1;G) es un espacio de Eilenberg-Mac Lane de tipo
(n− 1, G). Tenemos que

πq(F (Z;G)) ∼= πq(ΩF (SZ;G)) ∼= πq+1(F (SZ;G))

y en particular

πq(F (Sn;G)) ∼= πq(F (SSn−1;G))
∼= πq−1(F (Sn−1;G))

=

{
G, q − 1 = n− 1,
0, q − 1 6= n− 1,

donde lo último se deduce de la hipótesis de inducción. ut

De manera completamente análoga para a como se hizo para Z, se demues-
tra que H∗(?;G) es un invariante homotópico.

1.4. Sucesión exacta

Sea (X,A) una pareja basada en a0 ∈ A y consideremos

(A, a0)
i
↪→ (X, a0)

p
↪→ (X/A, ∗);

aplicando cohomoloǵıa, resulta

H̃q(X/A;G)
p∗−→ H̃q(X;G) i∗−→ H̃q(A;G).
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Queremos ver que esta sucesión es exacta, esto es, Im p∗ = núc i∗ Tenemos
que

p∗[φ] = [φ ◦ p], i∗ ◦ p∗[φ] = [φ ◦ p ◦ i],

pero p ◦ i(A) = p(A) es el punto base de X/A, luego [φ ◦ p ◦ i] = 0, lo que
quiere decir que Im p∗ ⊆ núc i∗.

Ahora sea ψ : X → F (Sq;G) tal que i∗[ψ] = 0, esto es, [ψ ◦ i] = 0.
Esto significa que ψ ◦ i ' cteΘ. Si esto último fuera una igualdad en lugar
de simplemente una equivalencia homotópica, entonces ψ pasaŕıa al cociente
X/A y aśı Im p∗ ⊇ núc i∗.

Esto en general no sucede, y cuando es aśı recibe un nombre especial.

Definición 1.33. Decimos que i : A ↪→ X es una cofibración si dado el
diagrama conmutativo

A� _

i

��

� � j
// A× I� _

j×idI

�� H

��

X

f 11

� �

j
// X × I,

Y

(1.5)

donde j(x) = (x, 0), existe una función continua H̃ tal que

A� _

i

��

� � j
// A× I� _

i×idI

�� H

��

X

f 11

� �

j
// X × I

H̃

""FF
FF

FF
FF

F

Y

conmuta.

Si en la definición tomamos al espacio Y = F (Sq;G) y f = ψ, veamos
qué sale de la homotoṕıa H : ψ ◦ i ' cteΘ. Del diagrama tenemos que H̃0 =
H̃ ◦ j = ψ, y H̃1 ◦ i× idI = H(x, 1) = cteΘ. Más aún

H̃0|A = H̃ ◦ j ◦ i = ψ ◦ i

por lo tanto H̃ es una homotoṕıa entre ψ y una función que es constante
sobre A; H̃1, precisamente. En otras palabras [ψ] = [H̃1]. Siendo aśı, H̃1 pasa
al cociente, esto es
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X

p

��

H̃1 // F (Sq, G)

X/A,

H1

::ttttttttt

de aqúı que
p∗[H1] = [H1 ◦ p] = [H̃1] = [ψ],

lo que implica que núc i∗ ⊆ Im p∗. Sólo falta ver que H̃1 ' ψ rel a0. Se satis-
face H(a0, t) = Θ para todo t ∈ I por ser H una homotoṕıa basada. Luego
H̃(a0, t) = H̃ ◦ i× idI(a0, t) = H(a0, t) = Θ para todo t ∈ I, y en consecuencia
H̃ es una homotoṕıa basada.

Tenemos el diagrama

(A, a0)
� � i // (X, a0)

p
//

� s

&&MMMMMMMMMM
(X/A, ∗)

H̃

��
�
�
�

(X ∪ CA, ∗)

cuando A es cofibración, es decir X/A ' X ∪ CA.

Necesitamos criterios para ver si una inclusión A
i
↪→ X es cofibración.

Proposición 1.34. La inclusión A
i
↪→ X es una cofibración si, y sólo si,

existe una retracción r : X × I → X × {0} ∪A× I.

Demostración. Hagamos Y = X ×{0} ∪A× I. Supongamos que i es cofibra-
ción. Definimos f : X → Y : x 7→ (x, 0) y H : A × I → Y : (a, t) 7→ (a, t).
Entonces f ◦ i = (a, 0) = H ◦ j, donde j(a) = (a, 0). Siendo i cofibración,
existe H̃ continua tal que H̃ ◦ j = f y H = H̃ ◦ i× idI . Entonces

r(x, 0) = H̃(x, 0) = H̃ ◦ j(x, 0) = f(x) = (x, 0)

y
r(a, t) = H̃(a, t) = H̃ ◦ i× idI = H(a, t) = (a, t).

Rećıprocamente, supongamos existe la retracción r : X × I → X × {0} ∪
A× I. Queremos ver uqe A

i
↪→ X es cofibración. Dados H y f tales que (1.5)

conmuta, definimos H̃ : X × I → Y como sigue

H̃(x, t) =

{
f ◦ i ◦ r(x, t), (x, t) ∈ r−1(X × {0}),
H ◦ r(x, t), (x, t) ∈ r−1(A× I).

Esto está bien definido. Sea (a, 0) ∈ r−1(X × {0})∩ r−1(A× I). Entonces

f ◦ pX ◦ r(a, 0) = f ◦ pX(a, 0) = f(a)
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y
H(r(a, 0)) = H(a, 0)

pero ya que (1.5) conmuta, H(a, 0) = f(a), confirmándose el aserto.
Aunque es cierto en general, probaremos la continuidad de H̃ bajo la

hipótesis de que A es o bien cerrado o bien abierto (un caso importante es
cuando X es cerrado; siendo A es una retracción, A es cerrado). Tanto X×{0}
como A× {0} son cerrados (o bien, abiertos) en X × I, y como coinciden en
la intersección, H̃ es continua. ut

Definición 1.35. Se dice que A ⊆ X es retracto por deformación de una
vecindad de X si existe una vecindad A ↪→ V ↪→ X y una homotoṕıa H :
V × I → X tal que

∀x ∈ V, H(x, 0) = x,

∀a ∈ A, t ∈ I, H(a, t) = a,

∀x ∈ V, H(x, 1) ∈ A.

Teorema 1.36. Sea X un espacio topológico completamente normal y Haus-
dorff. Sea A ⊆ X cerrado que es retracto por deformación de una vecindad de
X. Entonces A

i
↪→ X es una cofibración.

A modo de ejemplo, seaX una variedad diferenciable y cerrada. Sea A ⊆ X
una subvariedad compacta. En este caso A es cofibración según el teorema
anterior pues A tiene una vecindad tubular.

1.5. Clases basadas y no basadas

Denotamos por [(X,x0), (Y, y0)] a las clases de homotoṕıa basadas y por
[X,Y ] a las clases de homotoṕıa no basadas. ¿Qué relación hay entre ellas?

Definición 1.37. Un espacio basado (Y, y0) se dice que está bien basado (o
bien punteado) si la inclusión {y0} ↪→ Y es una cofibración.

Sea (X,x0) un espacio bien basado. Definimos una acción de π1(Y, y0)
en [(X,x0), (Y, y0)] que escribiremos como [f ]• · [σ], donde [f ]• es la clase
de homotoṕıa basada. Si en el diagrama (1.5) tomamos a A = {x0} y H =
σ̃(x0, t) = σ(t). Ahora F = H̃ es una homotoṕıa que empieza en f y termina
en alguna función F1 que satisface F1(x0) = F (x0, 1) = σ(1) = y0, que permite
definir [f ]• · [σ] = [F1]. Pero F es una homotoṕıa no basada en general por
que

F (x0, t) = σ̃(x0, t) = σ(t),

a menos que σ(t) sea el lazo constante. Se puede demostrar que esta acción
está bien definida.
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Proposición 1.38. Sea (X,x0) un espacio bien basado, entonces hay una
biyección

[(X,x0), (Y, x0)]/π1(Y, y0)↔ [(X,x0), (Y, y0)]N

donde [(X,x0), (Y, y0)]N representa a las clases de homotoṕıa no basadas.

Demostración. Sea θ la inclusión de [(X,x0), (Y, x0)] en [(X,x0), (Y, x0)]N .
Tenemos el siguiente diagrama

[(X,x0), (Y, y0)]
θ // //

p

����

[(X,x0), (Y, y0)]N

[(X,x0), (Y, y0)]/π1(Y, y0),
θ

44iiiiiiii

que indica que θ pasa al cociente pues si tomamos [f ]• y [f ]• · [σ] = [F1],
ciertamente que [f ] = [F1] pues F0 = f .

Es claro que θ es suprayectiva, aśı que sólo resta ver que es inyectiva. Sean
f, g : (X,x0)→ (Y, y0) tales que θ[f ]• = θ[g]. Entonces [f ] = [g]. Luego existe
H : X × I → Y tal que H : f ' g. Consideremos a Hx0 : I → Y definido por
Hx0(0) = H(x0, 0) = f(x0) = y0 y que satisface Hx0(1) = H(x0, 1) = g(x0) =
y0. Luego [f ]• · [Hx0 ] = [g]•. ut

Proposición 1.39. Sea (X,x0) un espacio bien basado y Y conectable por
trayectorias. Entonces hay una biyección

[(X,x0), (Y, y0)]N ↔ [X,Y ].

Demostración. Claramente [(X,x0), (Y, y0)]N ↪→ [X,Y ]. Sólo falta ver que
esta inclusión es suprayectiva. Sea [f ] ∈ [X,Y ]. Como Y es conectable por
trayectorias. Sea σ : I → Y tal que σ(0) = y0 y σ(1) = f(x0). Como (X,x0)
está bien basado, en el diagrama (1.5) con A = {x0} y H = ˜sigma(x0, t) =
σ(t). Entonces haciendo F = H̃, se satisface F1(x0) = F (x0, 1) = σ̃(x0, 1) =
σ(1) = y0, y podemos tomar F1 ∈ [(X,x0), (Y, y0)]. Aśı, [F1] = [f ], pues la
homotoṕıa F no es basada. ut

Corolario 1.40. Sea (X,x0) un espacio bien basado y Y un espacio conecta-
ble por trayectorias. Entonces existe una biyección

[(X,x0), (Y, y0)]/π1(Y, y0)↔ [X,Y ].

Proposición 1.41. Sea (X,x0) un espacio bien basado y Y un grupo topológi-
co conectable por trayectorias. Entonces [(X,x0), (Y, y0)]↔ [X,Y ].

Demostración. Supongamos que el punto base y0 de Y es su neutro. Sea
[f ]• ∈ [(X,x0), (Y, y0)] y [σ] ∈ π1(Y, y0). Entonces [f ]• · [σ] se puede dar como
sigue. Definimos F : X × I → Y a través de F (x, t) = f(x)σ(t). La función

F es continua pues es la composición X × I
f×σ−−−→ Y × Y

µ−→ Y . Tenemos
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que F (x, 0) = f(x)σ(0) = f(x) y F (x0, t) = f(x0)σ(t) = σ(t) = σ̃(x0, t). Por
definición [f ]• · [σ] = [F1] y F1(X) = F (x, 1) = f(x)σ(1) = f(x) lo que quiere
decir que [f ]• · [σ] = [f ]. Por lo tanto las clases bajo la acción son las mismas
que sin ella. ut

Escolio 1.42. Podemos relajar las hipótesis de que Y sea grupo topológico
a que Y posea un producto continuo con neutro y0. Incluso basta que sea
H-espacio donde hay un neutro unilateral salvo homotoṕıa.

Corolario 1.43. Si (X,x0) está bien basado, Hq(X;G) ∼= Hq(X;G) para todo
q ≥ 1.

Demostración. Tenemos que F (Sq;G) es un grupo topológico conectable por
trayectorias y π0(F (Sq, G)) = 0, luego cumple las hipótesis de la proposición
anterior. ut

Definición 1.44. Un espacio de Hausdorff X es compactamente generado si
un subespacio C ⊆ X es cerrado cuando C∩K es cerrado para cada compacto
K ⊆ X.

Hay un funtor que asocia a cada espacio Hausdorff un espacio compac-
tamente generado k(X) poniéndole la topoloǵıa coherente con su familia de
compactos. La identidad id : k(X) → X es continua pues id|K para cada
compacto K ⊆ X es de hecho idK : K → X un inclusión homeomórfica.

Dados X e Y espacios de Hausdorff, denotamos como X×k Y al producto
con la topoloǵıa compactamente generada.

Proposición 1.45. Sean p1 : X1 → Y1 y p2 : X2 → Y2 identificaciones, con
todos los espacios en cuestión compactamente generados. Entonces p1 × p2 :
X1 ×k X2 → Y1 ×k Y2 es una identificación.

Observemos que si X es compactamente generado, k(X) = X e id :
k(X)→ X es una equivalencia homotótopica débil. Entonces, si en la compo-
sición

X
φ,ψ−−→ F (Sq;G)× F (Sq;G) +−→ F (Sq;G)

aplicamos el funtor k con X compactamente generado,

X
φ,ψ−−→ F (Sq;G)×k F (Sq;G) +−→ F (Sq;G)

haciéndose + continua, pues ahora µk×µ` es una identificación, incluso cuando
G no es numerable. Además, como k preserva la estructura homotópica de los
espacios, esto no afecta a la estructura de Hq(X;G).

Teorema 1.46. Toda función continua f : X → Y se puede factorizar por
una cofibración y una equivalencia homotópica.
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Demostración. La idea es cambiar a Y por un espacio del mismo tipo de ho-
motoṕıa de Y para reemplazar a f por una cofibración. El espacio a considerar
es Cil(f) que se define como sigue

Cil(f) = (X × I q Y )/ ∼

donde (x, 1) ∼ f(x). Consideremos el siguiente diagrama

X � q

j
""EEEEEEEE

f
// Y

ι

��

Cil(f)

r

OO

donde ι(y) = [y] := q(y) y j(x) = [x, 0] := q(x, 0), mientras que r está inducida
en el cociente por

r(s) =

{
f(x), s = (x, t)
s, s ∈ Y.

Tenemos que r ◦ j[x] = r[x, 0] = f(x). También r ◦ ι[y] = r[y] = y, luego
r ◦ ι = idY . Para comprobar que i ◦ r ' idCil(f) consideremos la homotoṕıa H
inducida por

h(u) =

{
(x, s+ t− st), u = ((x, s), t),
u, u ∈ Y × I.

Tenemos el diagrama conmutativo

(X × I q Y )× I

q×idI

��

h // // X × I q Y

q

��

Cil(f)× I
H

// Cil(f),

y como h es continua y q × idI es continua, entonces H es continua. Ahora
bien

H([x, s], 0) = [x, s], H([y], 0) = [y],

luego H0 = idCil(f) y

ι ◦ r(x, 1) = H([x, s], 1) = [x, 1] = [f(x)], H([y], 1) = [y],

esto es,H1 = ι◦r. Finalmente, j es una cofibración. En efecto, seaH : X×I →
Z y g : Cilf → Z tal que g ◦ j(x) = H(x, 0). Definimos

F : (X × I)× I → Z,

(x, s, t) 7→

{
g[x, 2s−t

2−t ], 0 ≤ t ≤ 2s
H(x, t− 2s), 2s ≤ t ≤ 1,
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lo cual es continuo porque en t = 2s, H(x, 0) = F (x, s, t) = g[x, 0] = g ◦ j(x).
Definimos asimismo G : Y × I 7→ Z : (y, t) 7→ g[y]. Las funciones G y F pegan
bien pues (x, 1, t) 7→ g[x, 1] y (f(x), t) 7→ g[f(x)], pero [x, 1] = [f(x)], aśı que
F y G coinciden en la intersección de sus dominios. Luego H̃ = F q G es
continua y pasa al cociente. Además

H̃([x, s], 0) = g[x, s], H̃([y], 0) = g[y]

esto es, H̃0 = g y

H̃ ◦ j × idI(x, t) = H̃([x, 0], t) = H(x, t)

lo que significa que el diagrama

X� _

j

��

� � // X × I� _

j×idI

�� H

��

Cil(f)

g 11

� � // Cil(f)× I
H̃

$$III
III

III
I

Z

conmuta, y con ello que X
j
↪→ Cil(f) es una cofibración. ut

1.6. Cofibraciones y puntos base

Supongamos que i : A ↪→ X es una cofibración y supongamos que además
i es basada en a0. Sea f : (X, a0) → (Y, y0) y H : (A, a0 × I) → (Y, y0)
son tales que el diagrama (1.5) conmuta. Existe entonces H̃ : X × I → Y
que tal diagrama permanece conmutativo. Pero H̃ es incluso basada, pues
H̃(a0, t) = H(a, t) = y0 para todo t ∈ I. Podemos decir entonces que i es una
cofibración basada, pues la H̃ inducida por la propiedad universal también es
basada. Es verdad entonces que toda cofibración es cofibración basada, pero
el rećıproco es falso. A menos, por ejemplo, que a0 sea un buen punto base.

Sea f : (X,x0)→ (Y, y0). Constrúımos el cilindo reducido

C̃il(f) = ((X × I/{x0} × I)q Y )/ ∼

donde [x, 1]X×I ∼ f(x).

Proposición 1.47. Sea i : (A, a0) → (X, a0) una cofibración basada. Enton-
ces para cada espacio (Y, y0) se satisface la siguiente sucesión exacta

[(X/A, ∗), (Y, y0)]
p∗−→ [(X, a0), (Y, y0)]

i∗−→ [(A, a0), (Y, y0)]

es decir, Im p∗ = núc i∗, donde por núcleo se entiende la imagen inversa bajo
i∗ del punto base, es decir, de la función constante de A en Y con valor y0.
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En este caso decimos que la sucesión (A, a0)
i−→ (X,x0)

p−→ (X/A, ∗) es
H-coexacta.

Demostración. En principio i∗ ◦ p∗[φ] = [φ ◦ p ◦ i], pero φ ◦ p ◦ i(a) = y0 para
todo a ∈ A, luego Im p∗ ⊆ núc i∗. Sea f : (X, a0) → (Y, y0) tal que i∗[f ] =
[f ◦ i] = [cte]. Tomando H̃1 : (X, a0) → (Y, y0) donde H̃ es la homotoṕıa
inducida por la cofibración, sabemos que es constante sobre A. Por lo tanto,
pasa al cociente, y define H1 tal que p∗[H̃1] = [H̃1] = [f ]. ut

Definición 1.48. Sea f : X → Y continua. Definimos la cofibra homotópica
o cono de aplicación de f como C(f) = Cil(f)/j(X). Si la función es basada
se tiene el cilindro reducido y el cono reducido de f , que denotamos como
C̃(f).

Vamos a considerar una inclusión i : (A, a0) ↪→ (X,x0), y en este caso
C̃(i) = X ∪ C̃A.

Teorema 1.49. Sea (X,A, a0) una pareja basada. Entonces la sucesión

(A, a0)→ (X,x0)→ (X ∪ C̃A, ∗)

es H-coexacta.

Demostración. Consideremos el diagramada dado por el teorema anterior
cuando f = i : A ↪→ X

A
� � i //� p

j !!DD
DD

DD
DD

X

ι

��

C̃il(i)
q

//

r

OO

C̃il(i)/j(A).

(1.6)

Por la proposición anterior aplicada a j, tenemos la sucesión exacta

[(X ∪ C̃A, ∗), (Y, y0)]
q∗−→ [(C̃il(i), ∗), (X,x0)]

j∗−→ [(A, a0), (Y, y0)]

Como ι es una equivalencia homotópica, entonces ι∗ es una biyección. En
el diagrama

[(X ∪ C̃A, ∗), (Y, y0)]
q∗−−−−→ [(C̃il(i), ∗), (Y, y0)]

j∗−−−−→ [(A, a0), (Y, y0)]∥∥∥ yι∗ ∥∥∥
[(X ∪ C̃A, ∗), (Y, y0)] −−−−→

(q◦ι)∗
[(X,x0), (Y, y0)] −−−−→ [(A, a0), (Y, y0)]

el primer cuadrado conmuta trivialmente y el segundo por que (1.6) conmuta.
Como el primer renglon es exacto, el segundo también lo es. ut
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Lema 1.50. Sea A ↪→ X. Entonces X ∪ CA/CA ∼= X/A.

Demostración. Afirmamos que j pasa al cociente. En efecto, p identifica a los
puntos de A y a los de π ◦ j también. Consideremos ahora

X q CA
f

//

q

��

X/A

X ∪ CA
f

::t
t

t
t

t

donde f |X ≡ p y f(CA) ≡ ∗ ∈ X/A. La función f es compatible con q ya que
q identifica a ∼ [a, 1] y f(a) = p(a) = ∗ = f [a, 1], luego f pasa al cociente
como f : X ∪ CA→ X/A. ut

Proposición 1.51. Sea B ⊆ Y un subespacio y supongamos que existe una
homotoṕıa tal que H : Y × I → I satisface H(y, 0) = y, H(B × I) ⊆ B
y H(b, 1) = b0 para todo b ∈ B. Entonces q : (Y,B) → (Y/B, ∗) es una
equivalencia homotópica.

Demostración. Consideremos Y H1−−→ Y . Como H1(B) = {b0}, H1 pasa al
cociente y define una función s : Y/B → Y . Entonces H : Y × I → Y es
una homotoṕıa tal que H0 = id y H1 = s ◦ q, es decir, H : id ' s ◦ q.
Queremos probar ahora que q ◦ s ' id. Para esto necesitamos una homotoṕıa
H : Y/B × I → Y/B. Primeramente, la composición q ◦H es compatible con
la identificación q× idI ya que H(B × I) ⊆ B y q(B) = ∗. Por lo tanto existe
H : Y/B × I → Y/B. Además

H([y], 0) = [H(y, 0)] = [y] y H([y], 1) = [H(y, 1)] = q ◦H1(y) = q ◦ s[y],

luego H es una homotoṕıa entre id y q ◦ s. ut

Proposición 1.52. Sea A
i
↪→ X una cofibración y supongamos que A es con-

tráıble. Entonces la proyección p : (X,A) → (X/A, ∗) es una equivalencia
homotópica.

Demostración. Como A es contráıble, existe una homotoṕıa H : A × I → A
tal que H(a, 0) = a y H(a, 1) = a0. Como i es cofibración, del diagrama (1.5)
se deduce la existencia de H̃ : X × I → X tal que H0 = idX y H1 = ctea0 .
También H̃(a, t) = H(a, t) para todo a ∈ A y H1(a, 1) = ctea0 . El resultado
se sigue ahora de la proposición anterior. ut

Proposición 1.53. Si A ↪→ X es cofibración, entonces C(i) = X ∪ CA '
X/A.

Demostración. Primero vamos a ver que dado que i : A ↪→ X es cofibración,
entonces CA ↪→ X∪CA también es cofibración. Para tal fin, por un resultado
anterior, basta construir una retracción ρ : (X ∪ CA) × I → X ∪ CA ×
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{0} ∪ CA × I. Por ser i : A ↪→ X una cofibración tenemos una retracción
r : X × I → X × {0} ∪A× I.

(X q CA)× I rqid−−−−→ (X × {0} ∪A× I)× I

p×id

y yp|
(X ∪ CA)× I −−−−→

ρ
(X ∪ CA)× {0} ∪ CA× I.

Tenemos que p× idI identifica a ([a, 1]CA, t) y

[a, t] 7→ ([a, 1]CA, t) 7→ ([[a, 1]CA], t) = ([a], t)

mientras que

([a, 1]CA, t) 7→ ([a, 1]CA, t) 7→ ([[a, 1]CA], t) = ([a], t)

donde lo último es porque son los elementos en cuestión son los que identifica
p. Finalmente, ρ es una retracción pues

ρ([x], 0) = p× idI(r(x, 0)) = (p× id)(x, 0) = ([x], 0),
ρ([[a, s]CA], 0) = p× id([a, s], 0) = [[a, s]CA, 0],
ρ([a, s]CA, t) = p× idI([a, s)CA, t) = ([a, s]CA, t).

Por la proposición anterior, X ∪ CA ' X/A. ut

Recapitulando, tenemos que los grupos H̃q((X,x0), G) satisfacen lo si-
guiente.

1. Son invariantes homotópicos.
2. El homomorfismo σ : Hq(X;G)

∼=−→ Hq(SX;G) es un isomorfismo natural.

3. Para una sucesión (A, a0)
i−→ (X, a0)

j−→ (X ∪ C̃A, ∗), la sucesión

Hq(X ∪ C̃A;G)
j∗−→ H̃(X;G) i∗−→ Hq(A;G)

es exacta.

Una familia de funtores hq : Topop
• → Ab con transformaciones naturales

σ : hq → hq+1 ◦S que satisfacen los tres incisos anteriores, se denomina teoŕıa
de cohomoloǵıa reducida.

Si además la teoŕıa satisface

Hq(S0;G) =

{
G, q = 0,
0, q 6= 0,

entonces se dice que la teoŕıa es ordinaria.
Sea {(Xα, xα)}α una familia de espacios basados. Consideremos

∨
αXα y

las inclusiones ια : Xα →
∨
αXα.
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Proposición 1.54. La familia de homomorfismos ι∗α induce un isomorfismo
Hq(

∨
αXα;G)

∼=−→
∏
α H̃q(Xα;G).

Demostración. Por la propiedad universal del producto, existe un homomor-
fismo ι tal que πα ◦ ι = ι∗α. La función ι es suprayectiva. Sea

{[fα]α|fα : (Xα, xα)→ (F (Sq;G), Θ)} ∈
∏
α

Hq(Xα;G).

Tenemos el diagrama

Xα

ια
##GG

GG
GG

GG
G

iα //
∐
αXα

��

f
// F (Sq;G)

∨
αXα;

f

99s
s

s
s

s

sea f :
∐
αXα → F (Sq;G) tal que f |Xα

= fα. Como fα(xα) = Θ para cada
α, f pasa al cociente y define f :

∨
Xα → F (Sq;G). Puesto que

πα ◦ ι[f ] = ι∗α[f ] = [f ◦ ι∗α] = [f ◦ ια] = [fα],

entonces ι es suprayectiva. También ι es inyectiva. Sea [φ] ∈ H̃q(
∨
αXα;G)

tal que ι[φ] = 0. Entonces πα ◦ ι[φ] = 0 para todo α. Aśı, ι∗α[φ] = 0 = [φ ◦ ια].
Aśı Hα : φ|Xα

' cteΘ. Tenemos el diagrama

(
∐
αXα)× I

p×idI

��

H // F (Sq;G)

∨
αXα × I

H

77pppppp

donde H|Xα
= Hα. Como {xα}α × I se colapsa a un punto y dado que Hα

es basada, esto es, Hα(xα, t) = Θ, entonces H pasa al cociente y define una
homotoṕıa H que satisface

H(p× id(x, 0)) = H(x, 0) = Hα(x, 0) = φ(x),

H(p× id(x, 1)) = H(x, 1) = Hα(x, 1) = Θ,

y por eso [φ] = 0, como afirmábamos. ut

Si una teoŕıa de cohomoloǵıa satisface la conclusión de la proposición an-
terior se dice que cumple el axioma de la cuña.

Teorema 1.55. Dos teoŕıas de cohomoloǵıa que satisfacen los axiomas de
cohomoloǵıa regular ordinaria y el de la cuña, son naturalmente isomorfas.

Teniendo una definición general de teoŕıa de cohomoloǵıa, nos gustaŕıa
construir los análogos a F (Sq;G) para teoŕıas generales.
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Proposición 1.56. Sea X un complejo CW y A,B subcomplejos de X con
un punto base x0 ∈ A ∩ B tal que X = A ∪ B. Sean [f ] ∈ [(A, x0), (Y, y0)]
y [g] ∈ [(B, x0), (Y, y0)] tales que [f ]|A∩B = [g]|A∩B (es decir, ι∗1[F ] = [f ] e
ι∗2[F ] = [g] donde A

ι1
↪→ X y A

ι2
↪→ X.

Demostración. Por hipótesis, existe una homotoṕıa H : A ∩ B × I → Y
tal que H0 = f |A∩B y H1 = g|A∩B . Como A ∩ B ↪→ A es una inclusión
de subcomplejo, es una cofibración. Luego existe H̃ : A × I → Y tal que
H̃(x, t) = H(x, t) para todo x ∈ A ∩ B. Consideremos a H̃1 : A → Y que
satisface H̃1(x) = H̃1(x, 1) = H(x, 1) = g(x). Como H̃0 = f , entonces [f ] =
[H̃1]. Tenemos que H̃1|A∩B = g|A∩B . Entonces existe F : X → Y tal que
F |A = H̃1 y F |B = g. Todos los subcomplejos resultan ser cerrados. Por lo
tanto F es continua y [F ]|A = [H̃1] = f y [F ]|B = [g]. ut

Definición 1.57. Sea F : CompCWop
• → Conj un funtor contravariante

entre la categoŕıa de complejos CW punteados y la categoŕıa de conjuntos.
Decimos que F tiene la propiedad de Mayer-Vietoris si dada una triada CW
basada (X,A,B) y elementos α ∈ F (A, x0) y β ∈ F (B, x0) tales que α|A∩B =
β|A∩B entonces existe γ ∈ F (X,x0) tal que γ|A = α y γ|B = β.

Teorema 1.58 (E. Brown). Todo funtor contravariante homotópico que sa-
tisfaga el axioma de la cuña y la propiedad de Mayer-Vietoris es representable,
esto es

F (X,x0) ∼= [(X,x0), (Y, y0)]

donde (Y, y0) es el objeto que representa a F .

Tenemos, pues, el funtor Hq : HTop• → Ab, recordando que HTop•
es una categoŕıa cuyos objetos son los espacios topológicos basados y cuyos
morfismos son las clases de homotoṕıa basadas. Por lo tanto, podemos escribir
a Hq como

Hq((X,x0), G) = HTop•((X,x0), (F (Sq;G), Θ))

Definición 1.59. Sea C una categoŕıa arbitraria y un funtor G : Cop →
Conj. Sea C0 un objeto fijo de C. Definimos el funtor @C0 como @C0(C) =

C(C,C0) sobre los objetos y para un morfismo A
f−→ B

f@C0 : B@C0 → A@C0,

u 7→ u ◦ f.

Decimos que un funtor G es representable existe un objeto C0 ∈ C y una
equivalencia natural ε : @C0 ⇒ G.

La equivalencia natural ε se puede describir como sigue: sea f : C →
C0 un elemento de C@C0, queremos ver qué es εC(f) ∈ G(C). Para esto
consideremos el siguiente diagrama
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C@C0

f@C0

��

εC // FC

Ff

��

C0@C0 εC0

// FC0

que debe conmutar. Esto quiere decir que

εC(f) = εC(f@C0(f)(id)) = Ff ◦ εC(id) = F (f)(u0),

por lo tanto εC(f) = Ff(u0), donde u0 = εC0(id).

Definición 1.60. Si F es un funtor contravariante representable, diremos que
C0 es el objeto que representa a F y que u0 es un elemento universal.

Lema 1.61 (Yoneda). Sea F : Cop → Conj un funtor y C0 un objeto en C.
Entonces existe una biyección

Nat(@C0, G)↔ G(C0).

Demostración. A cada transformación natural T : @C0 ⇒ G le asociamos el
elemento TC0(idC0) ∈ G(C0). Por otro lado, a cada a ∈ G(C0) le asociamos la
transformación natural

〈AC : C@C0 → GC〉C∈C

a través de AC(φ) = (Gφ)(a). Repitiendo lo anterior para T−1 cuando T es
una equivalencia obtenemos otro morfismo ρ tal que @ρ ◦@ρ = id. ut
Ejemplo 1.62. Una operación cohomológica de grado i con coeficientes en Z2

es una familia de transformaciones naturales Hn(?,Z2) ⇒ Hn+i(?,Z2). Por
el lema de Yoneda, hay tantas operaciones cohomológicas de grado i como
elementos tiene

Hn+i(F (Sn,Z2),Z2)

y, como si fuera poco, Serre calculó el valor de estos grupos de cohomoloǵıa.

Sea la familia de funtores contravariantes kn(X) = [(X,x0), (Kn, ∗)]. Una
operación cohomológica de tipo (n, i) es una transformación natural kn ⇒
kn+i. Si la transformación natural es entre funtores que van a la categoŕıa de
grupos abelianos, decimos que la operación es aditiva.

Definición 1.63. Una operación cohomológica estable de grado i, θi, es una
familia de operaciones θin : kn ⇒ kn+i es una operación de tipo (n, i) para
cada n ∈ Z que tienen la siguiente propiedad. Para cada espacio X el siguiente
diagrama

kn(X)
θi

n−−−−→ kn+i(X)

σ

y yσ
kn+1(SX) −−−−→

θi
n+1

kn+1+i(SX)

conmuta.
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Sea A el conjunto de operaciones estables de grado i para la teoŕıa k∗(?).
Dados φ, ψ ∈ Ai definimos su suma (φ + ψ)(a) = φ(a) + ψ(a). Defini-
mos el producto Ai × Aj → Ai+j dado por las composición de operadores,
(θin, µ

j
n+1) = µjn+1 ◦ θin. Se puede demostrar que toda operación cohomológica

estable es aditiva. Aśı,

(θ ◦ (φ+ ψ))(a) = θ((φ+ ψ)(a)) (1.7)
= θ(φ(a) + ψ(a)) (1.8)
= θ ◦ φ(a) + θ ◦ ψ(a) (1.9)

lo que significa que A es un anillo graduado. Más aún, k∗(X) es un módulo
graduado sobre el anillo graduado A, es decir, se tienen Ai×kq(X)→ kq+i(X)
dado por θiq · a = θiq(a).

Sea f : X → Y una función continua. Tenemos el homomorfismo inducido
f∗ : kq(Y )→ kq(X). También

f∗(θiq · a) = f∗(θiq(a)) (1.10)

= θiq(f
∗(a)) = θiq · f∗(a), (1.11)

donde lo último está dado por la naturalidad de θ. Esto significa que f∗

también es un homomorfismo de A-módulos.
Para las operaciones de tipo (n, i) el lema de Yoneda dice que hay una

biyección
Nat(kn, kn+i)↔ kn+i(Kn).

Supongamos que tenemos una operación φ de tipo (n + 1, i). Queremos
definir una operación φ̂ de tipo (n, i). Debemos tener

kn(X)
φ̂X−−−−→ kn+i(X)

σ

y∼= ∼=
yσ

kn+i(SX) −−−−→
φ̂Y

kn+1+i(SX)

por lo que definimos φ̂X = σ−1 ◦ φSX ◦ σ. Para construir ahora la correspon-
dencia entre kn+1+i(Kn+1) y kn+1(Kn), recordamos que

kn(X)

σ

��

[(X,x0),Kn]

��

T

))RRRRRRRRRRRRRR

kn+1(SX) [(SX, ∗),Kn+1]
∼= // [(X,x0), ΩKn+1]

y nos preguntamos si esta transformación natural dada por el isomorfismo
de suspensión viene dado por una función Kn

εn−→ ΩKn+1, de manera que
T [f ] = [εn ◦ f ].
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Proposición 1.64. Sea C una categoŕıa y G,G′ funtores contravariantes re-
presentables por objetos C0, C

′
0. Sea T : G⇒ G′ una transformación natural.

Entonces existe un único morfismo ρ : C0 → C ′0 tal que para cada objeto C
en la categoŕıa el siguiente diagrama conmuta

C@C0

εC

��

@ρ
// C@C ′0

ε′C
��

GC
TC

// G′C.

Además, si T es una equivalencia natural, entonces @ρ es un isomorfismo
en C.

Demostración. Consideremos el caso para C = C0:

C0@C0

εC0

��

@ρ
// C0@C ′0

ε′C0
��

GC0
TC0

// G′C0;

sea ρ : C0 → C ′0 el único morfismo dado por

ε′C0
(ρ) = TC0 ◦ εC0(id) = TC0(u0).

Sea φ : C → C0. Entonces

TC ◦ εC(φ) = TC(G(φ)(u0))
= G′(φ)(TC0u0)
= G′(φ)(ε′C0

(ρ))
= G′(φ)(G′(ρ)(u0))
= G′(ρ ◦ φ)(u0)
= ε′C(ρ ◦ φ) = ε′C ◦@ρ(φ),

lo que comprueba la conmutatividad inducida por @ρ. ut

Tenemos una transformación natural dada por la suspensión entre el fun-
tor [?,Kn] y el funtor [?, ΩKn]. Aplicando la proposición anterior resulta la
existencia de una función continua Kn

ρn−→ ΩKn+1. Por la segunda parte de
la proposición, ρn es una equivalencia homotópica.

Definición 1.65. Una familia de espacios basados {Pn} y funciones

ρn : Pn
'−→ Pn+1

que sean equivalencias homotópicas, se denomina Ω-preespectro.
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A continuación emplearemos el adjunto del mapeo ρn : Kn → ΩKn+1 que
es la función ρ̂n : SKn → Kn+1. Aplicando el funtor kn+1+i tenemos

kn+1+i(Kn+1)
ρ#n−−→ kn+1+i(SKn) ∼=

σ
kn+i(Kn).

Proposición 1.66. El conjunto de operaciones estables de grado i de la teoŕıa
k∗ están en biyección con ĺımn k

i+n(Kn).

Demostración. El ĺımite inverso de los grupos de cohomoloǵıa es con respecto
a las funciones σ◦ρ̂#

n , el ĺımite inverso de la operación se hace con las funciones

ki(K0) ki+1(K1)oo ki+2(K2)oo · · ·oo

{k0 ⇒ ki}
��

OO

{k1 ⇒ ki+1}oo
��

OO

{k2 ⇒ ki+2}oo
��

OO

· · ·oo

Por Ai con el ĺımite inverso de las Ain y puesto que Ain ∼= kn+1(Kn),
entonces Ai ∼= ĺımKn+i(Kn). ut

Ejemplo 1.67. Observemos que

kq(X) = [(X,x0), F (Sq; Z2) = Hq(X; Z2)]

y que las operaciones estables de esta teoŕıa están dadas por

ĺım Hn+1(F (Sn; Z2); Z2).

Los cuadrados de Steenrod

Sqi = {Sqin : Hn(?; Z2)→ Hn+i(?; Z2)}

con las propiedades

Sqij(x) =

{
x2, i = j,

0, j < i,

son, precisamente, operaciones estables. Más aún: sus composiciones itera-
das generan a todas las operaciones estables de esta teoŕıa. De forma similar
para k∗(X) = [(X,x0), F (Sq; Zp)] = Hq(X; Zp) hay potencias reducidas de
Steenrod

Pin : Hn(X; Zp)→ Hn+2i(p−1)(X; Zp).

Utilizaremos en seguida el Teorema 1.58 para ver qué forma tiene una
teoŕıa de cohomoloǵıa. Sea k∗ una teoŕıa de cohomoloǵıa reducida de la cate-
goŕıa de complejos CW que satisfaga el axioma de la cuña se puede demostrar
que cualquier teoŕıa de cohomoloǵıa satisface el axioma de Mayer-Vietoris.

Cuando se restringe kq a complejos CW conexos obtendremos un complejo
CW conexo Lq tal que hay una equivalencia natural



1.6 Cofibraciones y puntos base 33

ε : [?, (Lq, ∗)]→ kq.

Queremos extender esta equivalencia para complejos CW arbitrarios. Sea
X un complejo CW arbitrario. Entonces

kq(X)
∼=−−−−→
σ

kq+1(SX) ∼= [(SX, ∗), (Lq+1, ∗)] := [(X,x0), ΩLq+1],

donde lo último es consecuencia de un ejercicio y el teorema de Brown.
Definimos Pq := ΩLq+1 esto nos da una familia de espacios basados {Pq}

tales que
kq(X) ∼= [(X,x0), (Pq, ∗)]

para cualquier complejo CW.
De hecho {Pq} es un Ω-preespectro, es decir, necesitamos funciones

Pq → ΩPq+1;

aunque es verdad que

[(X,x0), (Pq, ∗)]→ [(X,x0), (ΩPq+1, ∗)]

es una equivalencia natural, el problema es que ni Pq ni ΩPq+1 son complejos
CW en general, por eso el teorema de representación no puede aplicarse.

Proposición 1.68 (Milnor). Sea X un complejo CW, entonces ΩX tiene
el mismo tipo de homotoṕıa que un complejo CW K, es decir, ΩX ' K.

Aplicando esta proposición al problema que tenemos, existen complejos
CW K y L tales que

[?, Pq] ' [?,K] ' [?, L] ' [?, ΩPq+1],

luego existe una equivalencia homotópica ρ : K → L. Dado que

Pq
'−→ K

ρ−→ L
'−→ ΩPq+1,

componemos las equivalencias homotópicas para obtener ρq : Pq
'−→ ΩPq+1.

Teorema 1.69. Sea kq una teoŕıa de cohomoloǵıa reducida definida en com-
plejos CW que satisface el axioma de la cuña. Entonces existe un Ω-preespectro
{Pq} y una equivalencia natural

[?, (Pq, ∗)]→ kq.

También un Ω-preespectro define una teoŕıa de cohomoloǵıa. Todo se satis-
face de forma más o menos obvia excepto que [?, (Pq, ∗)] es un grupo abeliano.

Definición 1.70. Sea (Y, y0) un espacio basado. Decimos que [?, (Y, y0)] tiene
una estructura natural de grupo se cumple lo siguiente.
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1. Para cada espacio basado (X,x0), el conjunto [(X,x0), (Y, y0)] es un grupo
cuyo neutro es la función constante en y0.

2. Si f : (X,x0)→ (X ′, x′) es una función continua entonces

f∗ : [(X,x0), (Y, y0)]→ [(X,x0), (Y, y0)]

dada por f∗[φ] = [φ ◦ f ] es un homomomorfismo.

Consideremos al espacio (Y × Y, (y0, y0)). Por hipótesis,

[(Y × Y, (y0, y0)), (Y, y0)]

es un grupo. En este grupo están los elementos [π1] y [π2] donde π1, π2 :
Y × Y → Y son las proyecciones. Podemos formar un producto en este grupo
a través de [π1] · [π2] = [µ], donde µ(y0, y0) = y0.

Definición 1.71. Un H-espacio (Y, y0) es un espacio basado con un producto
µ : (Y, y0)× (Y, y0)→ (Y, y0) tal que el siguiente diagrama

Y

FFFFFFFFF

FFFFFFFFF
y×id

// Y × Y
µ

��

Y
id×y

oo

xxxxxxxxx

xxxxxxxxx

Y

conmuta.

Decimos que Y es H-asociativo si el siguiente diagrama conmuta

Y × Y × Y µ×id−−−−→ Y × Y

id×µ
y yµ

Y × Y −−−−→
µ

Y.

Decimos que Y tiene H-inversos si existe una función j : Y → Y tal que
el diagrama

Y

ctey0
##FFFFFFFFF

id×j
// Y × Y

µ

��

Y
j×id

oo

ctey0{{xxxxxxxxx

Y

conmuta.

Ejemplo 1.72. Si (Y, y0) es un grupo topológico (como F (Sn;G)), también es
un H-grupo.

Proposición 1.73. Sea (X,x0) un espacio basado. Entonces (ΩX, ctex0) es
un H-grupo, con la topoloǵıa compacto-abierto.
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Demostración. Definimos el producto en ΩX como sigue

µ(α, β)(t) =

{
α(2t), 0 ≤ t ≤ 1/2,
β(2t− 1), 1/2 ≤ t ≤ 1.

La función ctex0 es el elemetro neutro salvo homotoṕıa, pues tenemos la
homotoṕıa F : ΩX × I → ΩX dada por

F (β, s)(t) =

{
β
(

2t
1+s

)
, 0 ≤ t ≤ 1+s

2 ,

x0,
1+s
2 ≤ t ≤ 1,

donde s es el parámetro de la homotoṕıa.
Si definimos j : ΩX → ΩX dado por j(α)(t) = α(1− t) y

H(α, s)(t) =

{
α(2(1− s)t), 0 ≤ t ≤ 1/2,
α(2(1− s)(1− t)), 1/2 ≤ t ≤ 1,

tenemos tenemos que j nos da los inversos salvo homotoṕıa. Sólo falta demos-
trar la asociatividad salvo homotoṕıa. Para tal efecto definimos

G(α, β, γ, s)(t) =


α
(

1+t
1+s

)
, 0 ≤ t ≤ 1+s

4 ,

β(4t− 1− s), 1+s
4 ≤ t ≤

2+s
4 ,

γ
(

4t−2−s
2−s

)
, 2+s

4 ≤ t ≤ 1

que es una homotoṕıa que empieza en (α ∗ β) ∗ γ y termina en α ∗ (β ∗ γ). ut

Sea {(Pn, ∗)} un Ω-preespectro con

εn : Pn
'−→ ΩPn.

Definimos ahora una teoŕıa de cohomoloǵıa de complejos CW basados

P q(X,x0) = [(X,x0), (Pq, ∗)]
ε∗q−→ [(X,x0), (ΩPq+1, ∗)].

Por lo anterior, [(X,x0), (ΩPq+1, ∗)] es un grupo. En consecuencia, tam-
bién lo es P q(X,x0). Sin embargo, no sabemos que este grupo sea abeliano.

Consideremos

ΩPq+1
Ωεq+1−−−−→
'

ΩΩPq+2
∼= Ω2Pq+2

y

[(X,x0), (Pq, ∗)]
εq+1

∼=
// [(X,x0), (ΩPq+1, ∗)]

∼=
��

[(SX, x0), (ΩPq+2, ∗)] oo // [(X,x0), (ΩΩPq+2, ∗)].

Sea (Z, z0) un espacio fijo. Queremos ver que [(Z, z0), ?] tiene una estruc-
tura natural de grupo, es decir:
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1. el conjunto [(Z, z0), (X,x0)] es un grupo para todo (X,x0), donde el neutro
es la función constante con valor x0;

2. si f : (X,x0)→ (Y, y0) es continua, la función inducida

f# : [(Z, z0), (X,x0)]→ [(Z, z0), (Y, y0)]

φ 7→ [f#φ]

es un homeomorfismo.

Definición 1.74. Sea (Q, ∗) un espacio basado. Decimos que Q es un H-
coespacio si existe una función continua ν : Q→ Q∨Q tal que los diagramas

Q

EE
EE

EE
EE

E

EE
EE

EE
EE

E Q ∨Qy∨id
oo

id∨y
// Q

yy
yy

yy
yy

y

yy
yy

yy
yy

y

Q

ν

OO

Decimos que Q es H-coasociativo si el siguiente diagrama conmuta

Q ∨Q ∨Q ν∨id←−−−− Q ∨Q

id∨ν
x xν

Q ∨Q ←−−−−
ν

Q.

Decimos que Y tiene H-inversos si existe una función j : Q→ Q tal que el
diagrama

Q Q×Qid∨j
oo

j∨id
// Q

Q

ctey0

bbEEEEEEEEE
ν

OO

ctey0

<<yyyyyyyyy

conmuta.
Ahora podemos demostrar el aserto sobre la estructura natural de grupo.

Si (Z, z0) es un H-cogrupo damos estructura de grupo a [(Z, z0), (X,x0)] como
sigue. Si [f ], [g] ∈ [(Z, z0), (X,x0)], definimos [f ] · [g] = [(f ∨ g) ◦ ν].

También, si [(Z, z0), (X,x0)] tiene estructura de grupo para todo X, en
particular

[i1], [i2] ∈ [(Z, z0), (Z, z0) ∨ (Z, z0)]

donde ik : (Z, z0) → (Z, z0) ∨ (Z, z0) son las inclusiones de espacios. Aśı,
podemos definir ν = [i1] · [i2].

Ejemplo 1.75. El espacio (SX, ∗) es un H-cogrupo, donde

ν([x, t]) =

{
([x, 2t], x0), 0 ≤ t ≤ 1/2,
(x0, [x, 2t− 1]), 1/2 ≤ t ≤ 1.
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Proposición 1.76. Sea S un conjunto con dos operaciones ∗ y • tales que

1. tienen un neutro bilateral común,
2. se distribuyen mutuamente (es decir, (w ∗ x) • (y ∗ z) = (x • y) ∗ (x • z).

Entonces ∗ = • y ambas operaciones son conmutativas y asociativas.

Demostración. Sean w, x, y, z ∈ S y sea e ∈ S el elemento neutro. Primero

x ∗ y = (x • e) ∗ (e • y) = (x ∗ e) • (e ∗ y) = x • y,

lo que demuestra que los productos coinciden. Segundo,

x ∗ y = (e • x) ∗ (y • e) = (e ∗ y) • (x ∗ e) = y • x = y ∗ x,

esto es, ambos productos son conmutativos. Por último,

x ∗ (y ∗ z) = (x • e) ∗ (y • z) = (x ∗ y) • (e ∗ z) = (x ∗ y) • z = (x ∗ y) ∗ z,

como deseábamos. ut

Ejemplo 1.77. El grupo πn(Y, y0) es abeliano si n > 1, pues

πn(Y, y0) = [(Sn, ∗), (Y, y0)] = [(SSn−2, ∗), (ΩY, y0)],

y sabemos que esto último tiene dos estructuras de grupo: una dada por
SSn−2 y otra por ΩY . Por el Ejercicio 1.22, se satisfacen las hipótesis de la
proposición y por ello es un grupo conmutativo.

Teorema 1.78. Es equivalente tener una teoŕıa de cohomoloǵıa reducida y
aditiva que tener un Ω-preespectro.

Proposición 1.79. Se satisface

H̃q(Sn;G) ∼=

{
G, q = n,

0, q 6= n.

Demostración. Tenemos

H̃q(Sn;G) = [(Sn, ∗), (F (Sq, G), θ)]
= πn(F (Sn;G), θ)

=

{
G, q = n

0, q 6= 0,

como se ped́ıa. ut
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En el caso de la homoloǵıa reducida definida en la categoŕıa de complejos
CW también hay una equivalencia con pre-espectros. Dado un pre-espectro
{Pn}, definimos una teoŕıa de homoloǵıa reducida P∗ como sigue

Pq(X,x0) = coĺım`πq+`(P` ∧X),

donde X ∧ Y = X × Y/X ∨ Y , donde los homomorfismos estan dados por

πq+`(P` ∧X)

(ε`∧idX)∗ ))RRRRRRRRRRRRR
//___ πq+`+1(P`+1 ∧X)

πq+`(Ω(P`+q+1X))
��

∼=

OO

donde
P`

ε`−→ ΩP`+1 y P` ∧X
ε`∧idX−−−−→ ΩP`+1 ∧X.

Una teoŕıa de cohomoloǵıa se puede definir incluso si P no es un pre-
espectro. Definimos la teoŕıa P ∗ como

P q(X,x0) = [(X,x0), coĺımrΩ
rPq+r]

donde Pq es una familia de complejos CW con inclusiones

ΩrPq+r
Ωrεq+r−−−−−→ Ωr+1Pq+r+1.

Ejercicios

1.1. Demostrar que si p : Y → X es una aplicación cubriente y x0 ∈ X,
entonces π1(X,x0) actúa sobre p−1(x0). Determinar el subgrupo de isotroṕıa
de y0 ∈ p−1(x0).

1.2. Sea p : Y → X una aplicación cubriente. Demostrar que para q ≥ 2, el
homomorfismo πq(Y, y0)

p#−−→ πq(X, p(y0)) es un isomorfismo.

1.3. Demostrar que existe una biyección

C((I, ∂I), (Z, z0))↔ C((I/∂I, ∗), (Z, z0)).

1.4. Sea Z un espacio localmente compacto y Hausdorff. Consideremos a la
función evaluación

ev : C(Z,X)× Z → X,

(f, x) 7→ f(x)

donde C(Z,X) está dotado con la topoloǵıa compacto-abierta. Demostrar que
ev es continua.
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1.5. Verificar que los diagramas (1.1) y (1.2) conmutan.

1.6. Verificar que SX ∼= X ∨ S1.

1.7. Mostrar que Ωn(X,x0) ∼= C((Sn, ∗), (X,x0)).

1.8. Dar una expresión expĺıcita de σ en la Proposición 1.26.

1.9. Demostrar que existe un isomorfismo

σ : H̃q(X;G)
∼=−→ H̃q+1(SX;G)

y que es natural, esto es, el diagrama

H̃q(X;G) σX−−−−→ H̃q+1(SX;G)

f∗
x x(Sf)∗

H̃q(Y ;G) −−−−→
σY

H̃q+1(SY ;G).

conmuta.

1.10. Demostrar que j : (X,x0)→ (C̃il(f), ∗) es una cofibración basada y que
(C̃il(f), ∗) ' (Y, y0).

1.11. Verificar que f y j del Lema 1.50 definen un homeomorfismo entre
X ∪ CA/CA y X/A.

1.12. Ver que q y s de la Proposición 1.51 son inversos homotópicos de parejas.

1.13. Demostrar que [(
∨
αXα, ∗), (Y, y0)] ∼=

∏
α[(Xα, xα), (Y, y0)] es una bi-

yección.

1.14. Concluir la demostración del Lema 1.61.

1.15. Considerando la transformación natural inversa de T , concluir la de-
mostración de la Proposición 1.64

1.16. Verificar que el diagrama

kn+1+i(Kn+1)
OO

��

ρ̂#n // kn+1+i(SKn)
OO

��

{kn+1 ⇒ kn+1+i} // {kn ⇒ kn+i}

conmuta.

1.17. La familia {θin} es una operación estable si, y sólo si, θ̂in+1 = θin.
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1.18. Sea X un espacio basado. Demostrar que SX es conectable por trayec-
torias.

1.19. Demostrar que la biyección {kn ⇒ kn+i} ↔ kn+i(Kn) es un isomorfis-
mo de grupos.

1.20. Sea (Y, y0) un espacio basado. Entonces [?, (Y, y0)] tiene una estructura
natural de grupo si, y sólo si, (Y, y0) es un H-grupo.

1.21. Demostrar que la función µ definida en la demostración de la Proposi-
ción 1.73 es continua.

1.22. Demostrar que si Q es un H-cogrupo y W es un H-grupo, entonces las
dos estructuras multiplicativas inducidas en [(Q, ∗), (W, ∗)] tienen un neutro
bilateral común y se distribuyen mutuamente.



2

Cohomoloǵıa singular

2.1. Conjuntos ∆

Supongamos que tenemos el complejo simplicial con vértices

Vk = {v0 < v1 < v2}

y aristas

K = {{v0}, {v1}, {v2}, {v0 < v1}, {v1 < v2}, {v0 < v1}}.

¿Es posible reconstruir a |K| a partir de tres 1-simplejos y tres 2-simplejos?
Definimos

Sn(K) = {(v0, . . . , vn) : {v0, . . . , vn) ⊆ K, v0 < · · · < vn}

y la función

din : Sn(K)→ Sn−1(K),
(v0 < · · · < vn) 7→ (v0 < · · · < v̂i < · · · < vn)

para 0 ≤ i ≤ n. Al complejo simplicial K le vamos a asociar tal familia de
funciones, que se denomina conjunto ∆, y lo denotamos como

S(K) := {Sk(K)n≥0}.

A un conjunto ∆, a su vez, se le puede asociar un espacio topológico, que
denotaremos como |S(K)|, y es el siguiente:

|S(K)| =
∐
n≥0

(Sn(K)×∆n)/ ∼

donde ∼ es la relación de equivalencia generada por

Sn(K)×∆n 3 (S, F in(t)) ∼ (din(S), t) ∈ Sn−1(K)×∆n−1.
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Ejemplo 2.1. Para el triángulo, tenemos que

S0(K) = {v0, v1, v2}, S1(K) = {(v0 < v1), (v1 < v2), (v0 < v2)},

además,

d0(v0 < v1) = v1, d0(v1 < v2) = v0, d0(v0 < v2) = v2,

d1(v0 < v1) = v0, d1(v1 < v2) = v1, d1(v0 < v2) = v0,

y
F 0

1 (1) = (0, 1) = e2, F 1
1 (1) = (1, 0) = e1.

Aśı,

|S(K)| = {(v0, 1), (v1, 1), (v2, 1), (v0v1,∆1), (v1v2,∆1), (v0v2,∆1)}/ ∼

de modo que

(v0v1, e2) ∼ (v1, 1) ∼ (v1v2, e1),
(v1v2, e2) ∼ (v2, 1) ∼ (v0v2, e2),
(v0v2, e1) ∼ (v0, 1) ∼ (v0v1, e1).

Las identificaciones anteriores indican que los “simplejos” (v0v1,∆1) y
(v1v2,∆1) se “pegan” en el “vértice” (v1, 1), etcétera.

Escolio 2.2. La isometŕıa que identifica a ∆n con |S(K)| no es única, ya que
para definirla se numeran los vértices.

Definición 2.3. Un complejo simplicial arbitrario K está ordenado si existe
un orden parcial en sus vértices de modo que cada simplejo está totalmente
ordenado.

Ejemplo 2.4. Si K es un complejo simplicial arbitrario, la subdivisión ba-
ricéntrica sd (K) es un complejo ordenado. Su orden parcial es la inclusión,
pues un q-simplejo de sd (K) es {S0 ⊆ S1 ⊆ · · · ⊆ Sq}.

Teorema 2.5. Si K es un complejo simplicial ordenado, entonces |S(K)| '
K.

Dado un complejo simplicial arbitrario K y S ∈ K, tenemos el conjunto
〈S〉 := {α ∈ |K| : α−1(0, 1] = S}. Estos subconjuntos de |K| tienen las
siguientes propiedades.

1. Si 〈S〉 ∩ 〈S′〉 6= ∅, entonces S = S′.
2. Se satisface |K| =

⋃
S∈K〈S〉. En efecto, dado α ∈ |K|, entonces α−1(0, 1] ∈

K, luego existe S ∈ K tal que α−1(0, 1] = S, por lo que α ∈ 〈S〉.
3. Si S = {v0, . . . , vn}, entonces existe una isometŕıa |S| → ∆n ⊂ Rn+1,

dada por
(t0, . . . , tn) 7→ α(t0,...,tn).
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Vamos a describir el conjunto ∆, {Sq(K), di}, de manera más conveniente.
Cada S ∈ Sn(K) es de la forma S = {v0 < v1 < · · · < vn}, lo que nos da
un homeomorfismo canónico φS : ∆n → |S| dado por φS(t0, . . . , tn)(Ui) = ti.
Aśı, Sn(K)↔ {φs : ∆n → |K|}.

Lema 2.6. El siguiente diagrama conmuta:

Sn(K)
∼=−−−−→ {φS : ∆n → |K| : S es un simplejo de K}

di

y yF i
n

Sn−1(K)
∼=−−−−→ {φS′ : ∆n−1 → |K| : S′ es un simplejo de K},

donde F in(φ) = φS ◦ F in.

Demostración. Sea S = (v0 < · · · < vn) ∈ Sn(K). Entonces

di(S) = {v0 < · · · < v̂i < · · · < vn) ∈ Sn−1(K)

y

φdi(S)(τ0, . . . , τn−1)(v`) =

{
τ`, ` 6= i,

0, ` = i.

La otra composición es

s 7→ φS(t0, . . . , tn)(vi) = ti,

aplicando F in−1 nos da la composición

∆n−1 F i
n−−→ ∆n φS−−→ |K|

que es

(τ0, . . . , τn) 7→ (τ0, . . . , 0, . . . , τn−1) 7→ φS(τ0, . . . , 0, . . . , τn)(v`) =

{
τ`, ` 6= i,

0, ` = i.

comprobándose el aserto. ut

El śımbolo |S(K)| es
∐
n≥0 Sn(K)×∆n con cierta relación de equivalencia.

Definimos F (φs, t) = φs(t). La función F es continua porque Sn(K) tiene
la topoloǵıa discreta, de manera que Sn(K) × ∆n tiene la topoloǵıa de la
unión ajena de copias de ∆n, una por cada n-simplejo S. La F se restringe a
funciones ∆n φS−−→ |K| y pasa al cociente pues

(φS , F in(t)) ∼ (φS ◦ F in, t).

Escolio 2.7. El espacio |K| es Hausdorff ya que |K| id−→ |K|d es continua.
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La función F es suprayectiva, ya que F es suprayectiva pues

|K| =
⋃
S∈K
〈S〉 =

⋃
S∈K
|S|.

La función F es inyectiva. En primer lugar, cualquier elemento en∐
n≥0

Sn(K)×∆n/ ∼

tiene un representante de la forma (φS , t) donde t ∈
◦
∆n. Supongamos que

F [φS , t] = F [φS′ , t′]. Por lo anterior, podemos tomar un representante en
cada clase, de manera que t y t′ estén en el interior. Aśı

F [φS , t] = φS(t) = φS′(t′) = F [φS′ , t′].

Vimos que |K| =
∐
S∈K〈S〉, luego 〈S〉 ∩ 〈S′〉 6= ∅ y de aqúı que S = S′.

Entonces φS es biyectiva y t = t′.
Veremos que F es una identificación. Sea C ⊆ |K| un subconjunto tal que

F−1(C) es cerrado. Queremos ver que C es cerrado. Primeramente, F−1(C)∩
{φS} ×∆n es cerrado para toda S ∈ K. Pero

F−1(C) ∩ {φS} ×∆n = {(φS , t) : t ∈ ∆n, F (φS , t)
= φS(t) ∈ S}
= φ−1

S (C)

= φ−1
S (C ∩ |S|),

y dado que φS es una función entre∆n y |K|, entonces φS es continua. Además
C ∩ |S| = φS ◦ φ−1

S (C ∩ |S|), luego C ∩ |S| es cerrado.

Escolio 2.8. Sea K un complejo simplicial y S ∈ K. Afirmamos que φS(∆n) =
|S| =

⋃
τ⊆S〈S〉. En efecto, si α ∈ |S|, entonces α−1(0, 1] ⊆ S ∈ K. Poniendo

α−1(0, 1] = τ , entonces α ∈ 〈τ〉, donde τ ⊆ S. Es dcir, φS(∆n) solamente
intersecta a un número finito de 〈τ〉, con τ ∈ K (es la propiedad de cerradura
finita).

Definición 2.9. Un poliedro celular X es un espacio de Hausdorff con una
familia de ı́ndices cn, con n ≥ 0 y funciones φnα : Dn → X, n ≥ 0, α ∈ Cn
tales que

1. Se cumple que X =
⋃
φnα(Dn), con Dn ⊆ Rn.

2. Se satisface φnα(
◦
Dn) ∩ φmβ (

◦
(Dm) = ∅ a menos que n = m y α = β.

3. Sea Xn =
⋃
φiα(

◦
Di), 0 ≤ i ≤ n, α ∈ C. Entonces φnα(Sn−1) ⊆ Xn−1 (a

Xn se le llama el n-esqueleto).
4. El subconjunto C ⊆ X es cerrado si, y sólo si, C ∩ φnα(Dn es cerrado en
φnα(Dn) para todo n en αi.
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5. Para cada m ≥ 0 y α ∈ Cn, φnα(Dn) está contenido en la unión finita de

subconjuntos de la forma φnβ(
◦
Dm).

Dado un complejo simplicial K, |K| es un poliedro celular.

Proposición 2.10. Un complejo celular CW es equivalente a un poliedro ce-
lular.

A un complejo simplicial ordenado K, le asociamos un conjunto ∆,
{Sn(K), di}, de manera que |S∗(K)| ∼= |K|. Como {Sn(K), di} contiene al
información para construir el espacio |K|, vamos a asociarle invariantes alge-
braicos al conjunto ∆.

Sea G un grupo abeliano. Consideremos al grupo Sn(K;G) de todas las
funciones de Sn(K) en G. Definimos los homomorfismos di∗ : Sn(K;G) →
Sn+1(K;G) dados por di∗(φ) = φ ◦ di.

A continuación definimos un homomorfismo δn : Sn(K;G)→ Sn+1(K;G)
como δn =

∑n+1
i=0 (−1)idi∗.

Definición 2.11. A una familia de grupos abelianos {An} y homomorfismos
δn : An → An+1 tales que δn ◦ δn+1 = 0 se le llama simplejo de cocadenas.

Escolio 2.12. Si G = R es un anillo conmutativo, entonces Sn(K;R) son R-
módulos.

Definición 2.13. Escribimos como Hn(K;G) = núc δn/Im δn−1 a la n-
cohomoloǵıa simplicial de K con coeficientes en G. A los elementos del núcleo
núc δn se les llama n-cociclos y a los elementos de Im δn−1 se les llama n-
cofronteras.

2.2. Otra descripción de Sn(K; G)

Consideremos Sn(K,Z) que es el grupo libre generado por los n-simplejos
de K (ordenado). Resulta que

Sn(K;G) ∼= HomZ(Sn(K;G), G).

El grupo Sn(K; Z) es el grupo libre generado por Sn(K) con la propiedad
universal

Sn(K) � � //

φ
%%LLLLLLLLLL

Sn(K; Z)

��
�
�
�

G.

Escolio 2.14. Lo anterior se puede hacer con un anillo conmutativo R en vez
de Z y un R-módulo M en lugar de G.
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Sea K un complejo simplicial arbitrario. Vamos a asociarle a K una familia
de conjuntos Š(K;G)n

Šn(K) = {(v0, . . . , vn) : {v0, . . . , vn} ∈ K}.

Definimos

di : Šn(K)→ Šn−1(K),
(v0, . . . , vi, . . . , vn) 7→ (v0, . . . , v̂i, . . . , vn).

Escolio 2.15. Aqúı hay otros operadores llamados degenerados, que en vez de
disminuir la dimensión, la aumentan:

si : Šn(K)→ Šn+1(K),
(v0, . . . , vi, . . . , vn) 7→ (v0, . . . , vi, vi, . . . , vn).

A esta familia de conjuntos y funciones (caras y operadores degenerados),
es un ejemplo de conjunto simplicial.

Definimos ‖Š∗(K)‖ =
∐
n≥0 Š(K) × ∆n/ ∼, donde ∼ está generada por

(σ, F in(t)) ∼ (di(σ), t). Dadas todas estas analoǵıas, uno pensaŕıa que existe
un homeomorfismo entre lo recién definido y su realización geométrica. No
es aśı, pero hay algo esencialmente igual de bueno (al menos, para nuestros
fines).

Proposición 2.16. Se cumple que ‖Š‖ ' |K|.

Definimos Hn(K;G) ∼= núc δn/Im δn−1, donde δ se define en términos
de d como en el caso anterior. Si X un espacio arbitrario, queremos definir
H∗(X;G). Para tal efecto, le asociamos a X un complejo simplicial y usamos
la cohomoloǵıa que acabamos de definir.

Definición 2.17. Sea U = {Uα}α∈Λ una cubierta abierta de X. Definimos
un complejo simplicial NU , llamado nervio de la cubierta, cuyos vértices son
VNU = Λ y NUq = {{α0, . . . , αq} :

⋂q
i=0 Uαi

6= ∅}.

Como NU es un complejo simplicial, podemos definir a H∗(NU ;G) usando

S(NU)n =

{
(Uα0 , . . . , Uαn) :

n⋂
k=0

Uαk
6= ∅

}
,

pues Sn(NU ;G) = [Š(NU)n, G] 3 φ asocia a cada colección (Uα0 , . . . , Uαn)
de abiertos de la cubierta con interseccin no vaćıa un elemento de G.

La cohomoloǵıa de Čech de X se obtiene tomando las cohomoloǵıas de
los nervios de “todas” las cubiertas abiertas y después considerando el ĺımite
directo donde las cubiertas están ordenadas por refinamiento.

Sean U y V abiertas de X. Diremos que U ≤ V si para cada v ∈ V existe
U ∈ V tal que V ⊆ U . Esto es, V es un refinamiento de U . Esto define una
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función f : V → U dada por V 7→ f(V ) tal que V ⊆ f(V ). Tal función no es

única, pero induce otra función NV Nf−−→ NU ya que

{V0, . . . , Vn : V0 ∩ · · · ∩ Vn 6= ∅} 7→ {f(V0), . . . , f(Vn)} 6= ∅

pues se satisface

∅ 6= V0 ∩ · · · ∩ Vn ⊆ f(V0) ∩ · · · ∩ f(Vn).

En general, si K y L son complejos simpliciales y f : K → L es una función
simplicial, definimos

Šn(K)
Š(f)−−−→ Šn(L),

ya que f es simplicial.

Sn(L;G)
f#

−−−−→ Sn(K;G)∥∥∥ ∥∥∥
[Š(L), G] −−−−→

f#
[Šn(K), G],

donde f#(φ) = φ ◦ Š(f).
Por el Ejercicio 2.6, f# induce el morfismo f∗ : Hn(L;G) → H∗(K;G).

Aśı, Nf : NV → NU induce f∗ : H∗(NU ;G) → H∗(NV;G). Se puede
demostrar que si se toma otra función f ′ : V → U que satisface lo mismo que
f , entonces f# y f ′# son homotoṕıas de cadenas, luego f∗ = f ′∗.

La idea ahora es tomar coĺımH∗(NU ;G) usando la relación de refinamiento
y los homomorfismos f∗ : H∗(NU ;G) → H∗(NV;G). El problema es que
todas las cubiertas de X no es un conjunto.

La solución es tomar una familia de cubiertas que śı formen un conjunto.
Las cubiertas a considerar deben:

satisfacer que UX = {Ux}x∈X ;
cumplir que x ∈ Ux.

La relación de orden en el conjunto de cubiertas es U ⊆ V si Vx ⊆ Ux
para todo x ∈ X. Entonces NV ⊆ NU es un subcomplejo, y tenemos un
homomorfismo i# : Sn(NU ;G)→ Sn(NV;G). Definimos

Š(X;G) := coĺımUS
n(NU ;G),

donde U es la familia de cubiertas adecuadas. Esto es un complejo de cocade-
nas ya que

Šn(X;G) coĺımUS
n(NU ;G)

δn

y ycoĺımUδU

Šn+1(X;G) coĺımUS
n+1(NU ;G)

conmuta.
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Definición 2.18. Hacemos Ȟn(X;G) = H∗(Š∗(X;G), δ∗).

Alternativamente, la cohomoloǵıa de Čech se puede definir tomando pri-
mero la cohomoloǵıa de cada nervio, esto es

coĺımUH
q(NU ;G) = Ȟq(K;G).

Proposición 2.19. Se satisface

Ȟ0(X;G) ∼= C(X,G).

Demostración. Por la segunda definición de cohomoloǵıa de Čech,

Ȟ0(X;G) = coĺımUH
0(NU ;G).

Tenemos que

0→ S0(NU) δ0−→ S1(NU)→ · · ·

y H0(NU ;G) = núc δ0/Im δ1 = núc δ0. También

δ0 =
1∑
i=0

di∗ = d0∗ − d1∗,

y di∗[Š0(NU);G] → [Š1(NU);G] y d0(Ux0 , Ux1) = Ux1 , d
1(Ux0 , Ux1) = Ux0 .

Sea φ ∈ [Š0(NU);G]. Esto quiere decir que φ(Ux) ∈ G (ya que hay una corres-
pondencia entre los abiertos de la cubierta y X). Supongamos que δ0(φ) =
d0∗(φ)− d1∗(φ) = 0. Puesto que di∗(φ)(Ux0 , Ux1) = φ ◦ di(Ux0 , Ux1), entonces
d0∗(φ)(Ux0 , Ux1) = φ(Ux1) = d1∗(φ)(Ux0 , Ux1) = φ(Ux0). De aqúı que φ es
cociclo si, y sólo si, φ(Ux0) = φ(Ux1).

A continuación, consideremos el diagrama

H0(NU ;G)

ρU
((QQQQQQQ

// coĺımUH
0(NU ;G)

��

C(X;G)

donde ρU (φ) : X → G está definida por ρU (φ)(x) = φ(Ux), que es continua
por ser localmente constante. Sea U ≤ V , lo que induce H0(NU ;G) iUV−−→
H0(NV;G); resulta el diagrama

H0(NU ;G)

ρU
&&MMMMMMMMMMM
iUV // H0(NV;G)

ρV
xxqqqqqqqqqqq

C(X;G)

que conmuta dado que
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ρUφ(x) = φ(Ux) = iUV(φ)(Ux) = ρ ◦ iUV(φ).

Esto quiere decir que C(X;G) es un cocono sobre H0. Por la propiedad
universal del coĺımite, existe ρ : coĺımUH

0(NU ;G) → C(X;G). Tal ρ es
suprayectiva, pues si f : X → G es localmente constante entonces para cada
x existe Wx tal que f |Wx

es constante. Definiendo la cocadena ψ(Wx) = f(x),
resulta que iW (ψ) = ρiW (ψ) = ρW (ψ) = f .

También ρ es inyectiva. Sea a ∈ coĺımUH
0(NU ;G). Existe U tal que

iU (φ) = a. Luego ρ(a) = ρiU (φ) = ρU (φ). Aśı, si ρ(a) = 0, entonces
ρU (φ) = 0. En particular, ρU (φ)(Ux) = φ(Ux) = 0 para todo Ux. Luego
φ = 0 y por eso a = 0. ut

Teorema 2.20 (Huber). Si X es paracompacto y G es numerable, entonces

Ȟq(X;G) ∼= Hq(X;G) = [X,F (Sq;G)].

Escolio 2.21. El teorema aplica, en particular, para el caso de complejos CW,
pues son espacios paracompactos.

Tenemos que Š(K) es un conjunto simplicial que nos dice cómo está cons-
trúıdo el espacio |K|, ya que |Š∗(K)| = |K|. Haremos algo análogo para un
espacio arbitrario X.

Definición 2.22. Hacemos Sq(X) = C(∆q, X).

Ahora definimos di : Sq(X)→ Sq−1(X) a través de di(σ) = σ′circF in para
0 ≤ i ≤ n. También pueden definirse siSq(X)→ Sq+1(X) : σ 7→ σ ◦ si, donde
si(t0, . . . , tq+1) = (t0, . . . , ti + ti+1, . . . , tq+1).

Podemos construir ‖S∗(X)‖ =
∐
n≥0 Sn(X)×∆n/ ∼, donde ∼ está gene-

rada por (σ, F in(t)) ∼ (diσ, t). Resulta el diagrama∐
Sn(X)×∆n

��

ρ
// X

‖S(X)‖
ρ

99rrrrrrrrrrr

donde ρ(σ, t) = σ(t).

Proposición 2.23. El morfismo ρ : ‖S(X)‖ → X es una equivalencia ho-
motópica débil.

Escolio 2.24. Se puede definir |S∗(X)| =
∐
n≥0 Sn(X) × ∆n/ ≈, donde ≈

está generada por (σ, F iq(t)) ≈ (diσ, t) y (σ, si(t)) ≈ (siσ, t). Se puede demos-
trar que ‖S(X)‖ ' |S(X)| y que ‖S(X)‖ es un complejo CW con una celda
para cada elemento en Sn(X). El espacio |S(X)| también es un complejo CW,
pero sus celdas están determinadas de otra manera. Decimos que σ ∈ Sq(X)
es degenerado si existe σ′ ∈ Sq−1(X) tal que σ = si(σ′) para algún i, y no
degenerado en otro caso. Milnor demostró que |S(X)| tiene una n-celda por
cada n-simplejo no degenerado.
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Ejemplo 2.25. El espacio ‖S(∗)‖ es un complejo CW con una celda de cada
dimensión. Por otro lado |S(∗)| es un punto, pues S0(∗) = {∆0 → {∗}} →
Sq(∗) = {∆q → {∗}}.

Las construcciones ‖ · ‖ y | · | son funtoriales. Si tenemos X
f−→ Y , se

induce Sf : SX → SY , y por eso |SX| |Sf |−−−→ |SY |, donde S(f)(σ) = f ◦ σ y
|Sf |[σ, t] = [Sf(σ), t].

Si queremos que la cohomoloǵıa homotópica coincida con la cohomoloǵıa
singular, al aplicarla a un espacio arbitrario X, definimos

Hq(X;G) = [|S(X)|, F (Sq;G)].

SiX es un complejo CW, la definición coincide con la anterior pues |SX| ρ−→
X es una equivalencia homotópica débil y por el teorema de Whitehead ρ es
una equivalencia hotópica.

En lo que sigue, trabajaremos con G = R, donde R es una anillo, a menos
que se especifique lo contrario.

Proposición 2.26. Se satisface

Hq(∗;R) =

{
R, q = 0,
0, q 6= 0.

Demostración. Tenemos que Sq(∗) es un R-módulo libre generado por σq :
∆q → {∗}. Además,

∂qσq =
∑

(−1)iσq−1 =

{
σq, q mód 2 = 0, q > 0,
0, q mód 2 = 1.

Como δq = ∂∗q+1, entonces

δq(σ∗q ) =

{
0, q mód 2 = 0, q > 0,
σq+1, q mód 2 = 1,

donde σ∗q : Sq(∗)→ R : σq 7→ 1. De aqúı que

Zq(∗) = Bq(∗) =

{
0, q mód 2 = 1,
Sq(∗), q mód 2 = 0,

luego Hq(∗;R) = 0 si q > 0. Para q = 0

0→ Hom(S0(∗), R) δ0−→ Hom(Sq(∗), R)→ · · · ,

pero δ0 = ∂∗1 , luego δ0 = 0. Por lo tanto núc δ = HomR(S0(∗), R) ∼= R. ut
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Definición 2.27. Sea {(C∗α, δ∗α)}α∈Λ una familia de complejos de cocadenas.
Definimos su producto como (

∏
C∗α)q =

∏
α C

q
α y

(
∏
C∗α)q

∏
α C

q
αy yQ
α δ

q
α

(
∏
C∗α)q+1

∏
α C

q+1
α .

Proposición 2.28. Sea X un espacio topológico y {Xα}α∈Λ su familia de
componentes por trayectorias. Sea iα : Xα ↪→ X la inclusión de cada compo-

nente que induce un homomorfismo H∗(X;R)
i∗α−→ H∗(Xα;R). Entonces estos

homomorfismos inducen un isomorfismo∏
α

i∗α : Hq(X;R)
∼=−→
∏
α

Hq(Xα;R).

Demostración. Tenemos que iα induce el morfismo Sq(Xα)
iα#−−→ Sq(X). Por

la propiedad universal de la suma existe un homomorfismo⊕
Sq(Xα)→ Sq(X)

que es de hecho un isomorfismo. Al ser ∆q conectable por trayectorias σ se
factoriza como σ = iα ◦ jα, donde jα : ∆q → Xα, lo que implica la suprayec-
tividad. La inyectividad es consecuencia de la de iα#. Además

Sq(X) = HomR(Sq(X), R)

∼= HomR(
⊕
α

Sq(Xα), R)

∼=
∏
α

HomR(Sq(Xα)

∼=
∏
α

Sq(Xα),

de donde

H∗(S∗(X);R) ∼= H∗

(∏
α

S∗(Xα);R

)
=
∏

H∗(S∗(Xα);R),

lo que se queŕıa. ut

Proposición 2.29. Sea X un espacio conectable por trayectorias. Entonces
H0(X;R) ∼= R.

Demostración. Consideremos

0→ HomR(S0(X), R) δ0−→ HomR(S1(X), R).
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Sabmos que δ0 = ∂∗1 y que H0(X;R) = núc δ0. Sea φ ∈ núc δ0. Recor-
demos que S0(X) es el R-módulo libre generado por los puntos de X. Sean
x0 y x1 puntos de X generadores de S0(X). Dado que X es conectable por
trayectorias, existe σ : ∆1 → X tal que σ(e0) = x0 y σ(e1) = x1. Siendo aśı,

δ0(φ)(σ) = φ(∂1(σ)
= φ(σ(0)− σ(1))
= φ(x1 − x0) = φ(x1)− φ(x0) = 0,

por estar φ en núc δ0. De aqúı que φ(x0) = φ(x1), lo que quiere decir que φ es
constante. Por lo tanto H0(X;R) ∼= R, con el isomorfismo φ 7→ φ(x), donde
x es un punto arbitrario. ut

Corolario 2.30. El módulo H0(X;R) es un producto de copias de R; una
por cada componente por trayectorias de X.

Demostración. Sea {Xα}α∈Λ la familia de componentes por trayectorias. Vi-
mos que H0(X;R) ∼=

∏
α∈ΛH

0(Xα;R) y que H0(Xα;R) ∼= R, por lo tanto
H0(X;R) ∼=

∏
α∈ΛR. ut

Sea f : X → Y continua; f induce Sf : S(X)→ S(Y ) que a su vez induce
un homomorfismo de cadenas f# : Sn(X) → Xn(Y ). Tenemos que Sn(X) es
el módulo libre generado por Sn(X). Demostrarmos que si f, g : X → Y son
homótopas, entonces existe una homotoṕıa de cadenas T entre f# y g#, esto
es, hay homomorfismos Tq : Sq(X)→ Sq+1(Y ) tales que

∂q+1 ◦ Tq + Tq−1 ◦ ∂n = f# − g#.

Hacemos T q : T ∗q−1 : Sq(Y )→ Sq−1(X) que satisface

δq−1 ◦ T q + T q+1 ◦ δq = f# − g#,

que diagramáticamente puede verse como

Sq−1(Y )

f#

��

g#

��

δq−1
// Sq(Y )

T q

yyttt
ttt

ttt
t
f#

��

g#

��

δq
// Sq+1(Y )

T q+1

yyssssssssss
f#

��

g#

��

Sq−1(X) δq−1
// Sq(X) δq

// Sq+1(X).

A una familia de homomorfismos {T q} entre complejos que satisfacen lo
anterior se denomina homotoṕıa de cocadenas entre f# y g#.

Teorema 2.31. Si f, g : X → Y son homótopas entonces f∗ = g∗ =
H∗(Y ;R)→ H∗(X;R).

Corolario 2.32. Si X ' Y , entonces H∗(X;R) ∼= H∗(Y ;R).
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2.3. Escisión para cohomoloǵıa

Sea X un espacio y U = {Xα}α∈Λ una familia de subconjuntos de X tal

que X =
⋃
α∈Λ

◦
Xα.

Consideremos la inclusión

S∗(U) =
∑
α

S∗(Xα) ↪→ S∗(X),

demostraremos que esta inclusión es una equivalencia homotópica de cade-
nas. Consideremos al par (X,A), donde A ⊆ X y tomemos U ⊆ A tal
que U ⊆ A. Definimos la familia U = {X1, X2} donde X1 = X \ U y

X2 = A. Como U ⊆ A, entonces X = (X \ U) ∪
◦
A. Aplicando el resulta-

do, tenemos que S∗(U) '−→ S∗(X). Dualizando, obtenemos una equivalencia
homotópica de cocadenas HomR(S∗(X);R) '−→ HomR(S∗(U);R). En este ca-
so, S∗(U) = S∗(X1) + S∗(X2). Sea i1 : S∗(X1) ↪→ S∗(X1) + S∗(X2), que
induce

i1 :
S∗(X1)

S∗(X1) ∩ S∗(X2)
→ S∗(X1) + S∗(X2)

S∗(X1) ∩ S∗(X2)
.

Por el teorema de Noether, i1 es un isomorfismo. Consideremos el siguiente
diagrama

HomR( S∗(X1)
S∗(X1∩X2)

, R) HomR( S∗(X)
S∗(X2)

, R)
HomR(j,R)

oo

HomR(ι,R)
vvlllllllllllll

HomR(S∗(X1)+S∗(X2)
S∗(X2)

, R),

HomR(i1,R)

iiSSSSSSSSSSSSSS

donde j es el paso al cociente de S∗(X1) ↪→ S∗(X) e ι es el paso al cociente
de S∗(X1) + S∗(X2) ↪→ ιS∗(X).

Aplicando cohomoloǵıa a este diagrama conmutativo de complejos de coca-
denas, vemos que (HomR(i, R))∗ es un isomorfismo si, y sólo si, (HomR(j, R))∗

es isomorfismo y si, y sólo si, (HomR(ι, R))∗ es isomorfismo.
Tenemos la sucesión exacta

0→ S∗(X2)→ S∗(X)→ S∗(X)/S∗(X2)→ 0

que induce

0→ HomR(
S∗(X)
S∗(X2)

, R)→ HomR(S∗(X), R)→ HomR(S∗(X2), R)→ 0,

la cual es exacta porque Sq(X)/Sq(X2) es libre. Esto último es aśı porque los
generadores de Sq(X2) es un subconjunto de los generadores de Sq(X).

De la misma manera se obtiene la sucesión exacta

0→ Hom(S∗(X1)+S∗(X2)
S∗(X2)

, R)→ Hom(S∗(X1) + S∗(X2), R)→ S∗(X2)→ 0.
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Teorema 2.33. Sea 0→ C∗ φ−→ D∗ ψ−→ E → 0 una sucesión exacta de cocade-
nas. Entonces existe una sucesión exacta larga

· · ·Hq(C∗)→ Hq(D∗)→ Hq(E∗)→ Hq+1(C∗)→ · · · .

Demostración. Sea α ∈ Eq tal que δqE(α) = 0. Por ser ψq suprayectiva, existe
ψ−1
q (α). Luego

ψq+1 ◦ δqD(ψ−1
q (α)) = δqE ◦ ψq(ψ

−1
q (α)) = δqE(α) = 0,

lo que comprueba que δqD(ψ1
q (α)) ∈ νψq+1 = Imφq+1. Siendo aśı, existe

φ−1
q+1δ

q
D(ψ−1

q (α)). Esto motiva a definir

∆q : Hq(E∗)→ Hq+1(C∗) : [α] 7→ [φ−1
q+1δ

q
Dψ

−1
q (α)].

El resto de la demostración es enteramente análogo al caso de complejos
de cadenas. ut

Definición 2.34. Sea (X,A) una pareja arbitraria. Consideremos los com-
plejos de cadenas S∗(A) ↪→ S∗(X). Esto define otro complejo de cadenas
S∗(X,A) := S∗(X)/S∗(A) cuyo operador frontera está dado por

Sq(A) � � //

∂q|A
��

Sq(X) //

∂q

��

Sq(X)/Sq(A)

∂q

��
�
�
�

Sq−1(A) � � // Sq−1(X) // Sq−1(X)/Sq−1(A).

Resulta que

S
q
(X,A) = HomR(Sq(X)/Sq(A), R)yδq

(X,A):=HomR(∂q,R)

S
q+1

(X,A) = HomR(Sq+1(X)/Sq+1(A), R),

lo que permite definir

Hq(X,A;R) := Hq(S
∗
(X,A), δ

∗
(X,A))

Tenemos el diagrama

0 −−−−→ HomR( S∗(X)
S∗(X2)

, R) −−−−→ S∗(X) −−−−→ S∗(X2) −−−−→ 0∥∥∥ y y ∥∥∥ ∥∥∥
0 −−−−→ HomR( S∗(U)

S∗(X2)
, R) −−−−→ S∗(U) −−−−→ S∗(X2) −−−−→ 0

donde S∗(U) = S∗(X1) + S∗(X2). Aplicando el teorema anterior, obtenemos
las sucesiones exactas largas
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· · · // Hq(X,X2, R)

ι∗

��

// Hq(X,R)

∼=
��

// Hq(X2, R)

id

��

// Hq+1(X,X2, R)

��

// · · ·

· · · // Hq(S
∗
(X,A)) // Hq(S∗(U)) // Hq(X2, R) // Hq+1(S

∗
(X,A)) // · · ·

Por el teorema de los cinco, se tiene que ι∗ es un isomorfismo, y por lo
tanto j∗ es un isomorfismo.

Recordemos que tenemos

δq : HomR(Sq(X), R) = Sq → δq+1(X) = HomR(Sq+1(X), R)

donde δq(φ) := φ ◦ ∂q+1. Considerando el diagrama

Sq(X,A)

δq
(X,A)

��

� � // Sq(X)

δq

��

Sq+1(X,A) � � // Sq+1(X)

queremos ver que δq se restringe para definir δq(X,A). Sea φ ∈ Sq(X,A) y

c ∈ Sq+1(A)
δq+1−−−→ Sq(A). Entonces

δq(φ)(c) = φ∂q+1(c) = 0

ya que δq+1(c) ∈ Sq(A) y φ(Sq(A)) = 0.
Sea α ∈ Sq(X,A). Por un lado

α � π† // α ◦ π � δ(X,A)
// α ◦ π ◦ ∂q+1

y por otro
π† ◦ δq(X,A)(α) = π†(α ◦ ∂q+1) = α ◦ ∂q+1 ◦ π

pero π◦∂q+1 = ∂q+1◦π, luego δ(X,A)◦π† = π†◦δ(X,A). Aśı (S
∗
(X,A), δ

∗
(X,A)) ∼=

(S∗(X,A), δ(X,A)) son isomorfos como complejos de cadenas. En consecuencia
podemos usar cualquiera de ellos para calcular H∗(X,A;R).

Vamos a usar S∗(X,A) para ver cuáles son los cociclos y cofronteras rela-
tivas. En primer lugar

Zq(X,A) := νδq(X,A) = {φ : Sq(X)→ R : φ(Bq(X,A)) = 0};

para probar la igualdad recordemos que

Bq(X,A) = {c = ∂q+1(b) + d : d ∈ Sq(A)} ≤ Sq(X).

Sea ψ ∈ núc δq(X,A). Entonces ψ(Sq(A)) = 0 y ψ ◦ ∂q+1 = 0. Sea c =
∂q+1(b) + d. Se cumple que
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ψ(c) = ψ(∂q+1(b) + d) = ψ ◦ ∂q(b) + ψ(b) = 0 + 0 = 0

y de aqúı que ψ(Bq(X,A)) = 0.
Ahora tomemos φ : Sq(X) → R tal que φ(Bq(X,A)) = 0. Entonces eli-

giendo b = 0, φ(d) = 0. Pero φ(Sq(A)) = 0, luego δq(X,A)(φ) = 0, y por lo
tanto φ ∈ núc δq(X,A).

Por otro lado

Im δq+1
(X,A) = {φ : Sq(X)→ R : φ = β ◦ ∂q, β : Sq−1(∗)→ R, β(Sq−1(A)) = 0},

y en consecuencia Hq(X,A;R) = núc δq(X,A)/Im δq−1
(X,A).

2.4. Sucesión de la pareja

La sucesión

0→ Sq(X,A) ↪→ Sq(X) ↪→ Sq(A)→ 0

es exacta. Por el teorema fundamental, resulta una sucesión exacta larga

· · ·Hq(X,A;R)
j∗−→ Hq(X;R) i∗−→ Hq(A,R) δ̂q

−→ Hq+1(X,A;R)→ · · ·

En seguida damos el morfismo de conexión

δ̂q−1 : Hq−1(A;R)→ Hq(X,A;R),

para lo que consideraremos el diagrama

Sq(X)
∂q

// Sq−1(X) α̃ // R

Sq−1(A).
?�

OO

α

;;wwwwwwwww

Puesto que δq−1(α̃) = α̃ ◦ ∂q, proponemos δ̂q−1[α] = [δq−1(α̃)] = [α̃ ◦
∂q]. Esto está bien definido. Demostraremos primero que Sq−1(α̃) anula a
Bq(X,A). Para tal efecto tomamos c ∈ ∂q+1(b)+d, con d ∈ Sq(A), por lo que
∂q(d) ∈ Sq−1(A). Aśı,

α̃ ◦ ∂q(∂q+1(b) + d) = α̃ ◦ ∂q(∂q+1(b)) + α̃ ◦ ∂q(d)
= 0 + α ◦ ∂q(d)
= δq−1

A (α) = 0

ya que α es un (q − 1)-cociclo de A.
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La definición no depende de la extensión α̃. Sea α otra extensión de α y
verifiquemos que [α̃◦∂q] = [α◦∂q]. Consideremos a α̃◦∂q−α◦∂q = (α̃−α)◦∂q.
Haciendo β = α̃−α, se satisface que β(c) = α̃(c)−α(c) = α(c)−α(c) = 0 para
todo c ∈ Sq−1(A), lo que comprueba que δ̂q−1 está bien definido. Finalmente
vemos que el homomorfismo α 7→ [α ◦ ∂q] pasa al cociente. Esto es, la imagen
de δq−1 es 0.

Sea γ : Sq−1(A)→ R y consideremos a γ ◦ ∂q−1. Entonces

δ̂q−1(γ ◦ ∂q−1) = δq−1( ˜γ ◦ ∂q−1).

Para encontrar la extensión adecuada, consideremos el siguiente diagrama

Sq−1(A)
∂q−1

//
� _

��

Sq−2(A)
γ

//
� _

��

R

Sq−1(X)
∂q−1

// Sq−1(X),
γ̃

;;wwwwwwwwww

y proponemos como extensión ˜γ ◦ ∂q−1 = γ̃ ◦ ∂q−1 COmo δq−1(γ ◦ ˜∂q−1) =
γ̃ ◦ ∂q−1 ◦ ∂q, entonces δ̂q−1. pasa al cociente.

Sea f : (X,A)→ (Y,B). Queremos definir

Hq(Y,B;R)
f∗−→ Hq(X,A;R).

Para tal efecto basta ver que f induce un homomorfismo de cocadenas
f# : Sq(Y,B) 99K Sq(X,A) donde f#(φ) = φ ◦ f#. Tenemos que f# se
restringe al subcomplejo relativo ya que si φ(Sq(B)) = 0 y

f#(φ)(Sq(A)) = φ ◦ f#(Sq(A)) = φ(Sq(B)) = 0.

Por el Ejercicio 2.14, f induce un homomorfismo f∗.

2.5. Sucesión de Mayer-Vietoris

Consideremos subgrupos H1 ⊆ H y K1 ⊆ K donde H y K son subgrupos
del grupo abeliano G. Hay una sucesión exacta

0→ H ∩K
H1 ∩K1

ι−→ H/H1 ⊕K/K1
j−→ H +K

H1 +K1
→ 0,

donde ι[h]H1∩K1 = ([g]H − [g]K) y j([h]H1 , [k]K1) = [h+ k]H1+K1 . Aplicando
el funtor S∗ surge la sucesión

0→ S∗(A) ∩ S∗(B)
S∗(A1) ∩ S∗(B1

→ S∗(A)
S∗(A1)

⊕ S∗(B)
S∗(B1)

→ S∗(A) + S∗(B)
S∗(A1 +B1)

.
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Como el último complejo de cadenas es libre, aplicando el funtor Hom
tenemos la sucesión exacta

0 // Hom( S∗(A)+S∗(B)
S∗(A1)+S∗(B1)

, R) // Hom( S∗(A)
S∗(A1)

, R)⊕Hom( S∗(A)
S∗(A1)

, R)

��

Hom( S∗(A)∩S∗(B)
S∗(A1)∩S∗(B1)

, R) // 0.

(2.1)
Consideremos S∗(A) + S∗(B) i−→ S∗(X), S∗(A1) + S∗(B1)

i∗−→ S∗(A1 ∪B1)
y sus duales

HomR(S∗(X);R) i†−→ HomR(S∗(A) + S∗(B);R),

HomR(S∗(A ∪B);R)
i†1−→ HomR(S∗(A1) + S∗(B1);R).

Pedimos que i† e i†1 induzcan isomorfismos en cohomoloǵıa, esto es, (A,B)
y (A1, B1) son escisivos en cohomoloǵıa. Esto es suficiente para usar (2.1) para
demostrar lo deseado, aplicando el teorema fundamental al dual de

0

%%JJJJJJJJJJJJJ // S∗(A1) + S∗(B1)� _

��

// S∗(A) + S∗(B)� _

��

// S∗(A)+S∗(B)
S∗(A1)+S∗(B1)

//

��

0

S∗(A1 ∪B1) // S∗(X) // S∗(X)
S∗(A1∪B1)

;;vvvvvvvvvvv

y después el lema de los cinco, tendremos que

H∗(HomR(
S∗(A) + S∗(B)
S∗(A1) + S∗(B1)

), R) ∼= H∗(X,A1 ∪B1;R).

Ahora śı, aplicando el teorema fundamental a (2.1), obtenemos la sucesión
exacta larga

· · · // Hq(X,A1 ∪B1;R) // Hq(A,A1;R)⊕Hq(B,B1;R)

��

Hq(A ∩B,A1 ∩B1;R) // · · · .

Proposición 2.35. Sean A,B subespacios de X tales que A ∪ B = X. El
par (A,B) es escisivo en cohomoloǵıa (es decir, i† : HomR(S∗(X,R)) →
HomR(S∗(A) + S∗(B)) induce isomorfismo en cohomoloǵıa) si, y sólo si,
j : (A,A ∩ B) ↪→ (X,B) es una escisión en cohomoloǵıa (escindimos
U = B \A).



2.6 Cohomoloǵıa reducida 59

Demostración. Por el teorema de Noether el morfismo

ι :
S∗(A)

S∗(A ∩B)
→ S∗(A) + S∗(B)

S∗(B)

es un isomorfismo. Por eso, en el diagrama

HomR( S∗(A)
S∗(A∩B) , R) HomR(S∗(X)

S∗(B) , R)
j†

oo

i†uullllllllllllll

HomR(S∗(A)+S∗(B)
S∗(B) , R)

ι†

OO

el morfismo ι† es un ismorfismo de cadenas e i† induce isomorfismos en coho-
moloǵıa si, y sólo si, j† induce isomorfismo en cohomoloǵıa.

Consideremos las siguientes sucesiones exactas

0

##HHHHHHHHHHH // Hom(S∗(A)+S∗(B)
S∗(B) , R) // Hom(S∗(A) + S∗(B), R) // Hom(S∗(B), R) // 0

Hom(S∗(X)
S∗(B) , R)

OO

// Hom(S∗(X), R)

i†

OO

// Hom(S∗(B), R)

>>}}}}}}}}}}

donde el morfismo de enmedio, por hipótesis, induce un isomorfismo en coho-
moloǵıa. Pasando, por el teorema fundamental, a una sucesión exacta larga y
empleando el lema de los cinco, resulta que ι† induce isomorfismo en cohomo-
loǵıa. Por lo tanto j† induce isomorfismo en cohomoloǵıa y en consecuencia j
es una escisión.

Rećıprocamente, si j es escisión, entonces j† induce isomorfismo en coho-
moloǵıa. Por lo tanto ι† induce isomorfismo en cohomoloǵıa y por el lema de
los cinco obtenemos que i† induce isomorfismo en cohomoloǵıa. Luego (A,B)
es escisivo. ut

2.6. Cohomoloǵıa reducida

Definición 2.36. Un complejo de cocadenas aumentado sobre un R-módulo
N es un complejo de cocadenas C∗ tal que Cq = 0 para q < 0 y existe un
monomorfismo η : N → C0 de modo que

N
η
↪→ C0 δ0−→ C1

satisface δ0 ◦ η = 0.



60 2 Cohomoloǵıa singular

Ejemplo 2.37. Si X es un espacio topológico, entonces S∗ := HomR(S∗(X), R)
es un complejo de cocadenas aumentado sobre R. En efecto, se puede definir
η : R → HomR(S0(X), R) a través de η(r)(x) = r. Esta función es inyectiva
pues si η(r) = 0, entonces r = 0. Falta comprobar que δ0 ◦ η = 0. Sea
σ ∈ S1(X), entonces

δ0 ◦ η(r)(σ) = ηr ◦ δ1(σ)
= η(r)(σ(e1)− σ(e0))
= η(r)(σ(e1)− ηr(σ(e0))
= r − r = 0.

Definición 2.38. Sea C∗ un complejo de cadenas aumentado. Definimos el
complejo de cadenas reducido C̃∗ asociado a C∗ como

C̃q =

{
Cq, q 6= 0,
conúc η = C0/Im η, q = 0.

Los operadores cofrontera del complejo de cadenas reducido son los mismos
para q ≥ 1. Para el caso de las 0-cocadenas, tenemos el diagrama

C0

��

δ0 // C1

C0/Im η
δ
0

;;v
v

v
v

v

donde δ0 pasa al cociente porque δ0 ◦ η = 0.

Definición 2.39. Sea C∗ un complejo de cocadenas aumentado. Definimos
H̃∗(C∗) = H∗(C̃∗)

¿Cuál es la relación entre la reducida y la no reducida? Para hallarla,
consideremos al módulo N como un complejo de cocadenas N∗ concentrado
en dimensión 0, es decir,

0→ N
0−→ 0 0−→ 0 0−→ · · · ,

de donde se obtiene la sucesión exacta de complejos de cadenas

0→ N∗ η−→ C∗ → C̃∗ → 0

que es exacta porque en dimensión 0,

0→ N → C0 → C0/Im η → 0

es exacta y en dimensión diferente de 0,
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0→ 0→ Cq → Cq → 0

es también exacta. Aplicando el teorema fundamental

· · ·Hq(N∗)→ Hq(C∗)→ Hq(C̃∗)→ · · ·

donde

Hq(N∗) =

{
N, q = 0,
0, q 6= 0.

En consecuencia, para q = 0

0→ N → H0(C∗)→ H0(C̃∗)→ 0

y para q 6= 0
Hq(C∗) ∼= Hq(C̃∗) := H̃q(C∗).

Definición 2.40. Consideremos la función constante c : X → ∗ y el ho-
momorfismo inducido c∗ : H∗(∗;R)→ H∗(X;R). Definimos H̃q(X,R) :=
conúcC∗.
Tomando x0 ∈ X, definimos H̃q(X;R) := Hq(X, {x0};R).

Proposición 2.41. Se satisface

H̃q(Sn;R) ∼=

{
0, q 6= 0,
R, q = 0.

Demostración. Sean N y S los polos de Sn. Consideremos los subespacios

Sn \ {N} ∼= Rn y Sn \ {S} ∼= Rn

que son contráıbles. Por lo tanto

H̃q(Sn \ {N};R) ∼= Hq(Sn \ {S};R) = 0

para todo q. Puesto que Sn = (Sn \{N})∪ (Sn \{S}), entonces A = Sn \{N}
y B = Sn \ {S} es escisiva por la proposición anterior.

Usando la sucesión de Mayer-Vietoris con A1 = B1 = {x0},

· · · → H̃q(Sn)→ H̃q(A) + H̃q(B)→ H̃q(Sn \ {N,S})→ H̃q+1(Sn)→ · · · ,

donde la suma es nula. Esto implica que

δ̂q : Ĥq(Sn \ {N,S};R)→ H̃q+1(Sn;R)

es un isomorfismo, es decir

H̃q(Sn−1;R) ∼= H̃q+1(Sn, R)

pues Sn \ {N,S} ∼= Rn \ {0} ∼= Sn−1.
Puesto que

H̃q(S0;R) ∼=

{
R, q = 0,
0, q 6= 0.

y por inducción sobre n se tiene el resultado. ut
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Proposición 2.42. Sea Y un espacio topológico y f : Sn−1 → Y continua.
Sea también Z = Y ∪f Dn y F : (Dn, Sn−1) → (Z, Y ) la función inducida
por la identificación. Entonces F ∗ : Hq(X,Y ;R) → Hq(Dn, Sn−1;R) es un
isomorfismo para toda q.

Demostración. Sea p : Y qD → Z la identificación. En particular, p|Dn\Sn−1

es un encaje con imagen Z \ Y . Sea Σ = {x ∈ Dn : |x| > 1
2}. Consideremos el

siguiente diagrama conmutativo

Hq(Dn, Sn−1) i∗←−−−−∼=
Hq(Dn, Σ) k∗−−−−→ Hq(Dn \ Sn−1, Σ \ Sn−1)

F∗
x x x

Hq(Z, Y ) ←−−−−
j∗

Hq(Z, Y ∪ F (Σ)) −−−−→
`∗

Hq(Z \ Y, F (Σ \ Sn−1))

donde i, j, k, y ` son inclusiones y los morfismos verticales están inducidos
por F .

Como Sn−1 es retracto por deformación de Σ, entonces usando las su-
cesiones exactas de las parejas (Dn, Sn−1) y (Dn, Σ) y el lema de los cinco
se demuestra que i∗ es isomorfismo. También se tiene que Y es retracto por
deformación de Y ∪ F (Σ) Con el mismo argumento del caso anterior para
(Z, Y ) se tiene que j∗ es isomorfismo. Por el teorema de escisión, k∗ y `∗ son
isomorfismos. Como F |Dn\Sn−1 es un homeomorfismo sobre su imagen (que
es Z \ Y ), entonces la tercera flecha vertical es un isomorfismo. Por lo tanto,
F ∗ es un isomorfismo. ut

Teorema 2.43. Sean Y un espacio topológico, f : Sn−1 → Y continua y
Z = Y ∪fDn. Consideremos al morfismo f∗ : Hn−1(Y ;R)→ Hn−1(Sn−1;R).
Entonces

Se satisface que
H̃q(Z;R) ∼= H̃q(Y ;R)

para toda q 6= n, n− 1.
Se cumple que

H̃n−1(Z;R) ∼= núc f∗.

Se tiene la sucesión exacta

0→ conúc f∗ → H̃n(Z;R) i∗−→ H̃n(Y ;R)→ 0.

Antes de dar la demostración, debemos mencionar que el tercer inciso
implica la solución de un problema de extensión algebraica que involucra el
funtor Ext1R(?, ?). Si R es un cuerpo entonces H̃(Z;R) es una suma directa
de los módulos conúc f∗ y H̃n(Y ;R). Si alguno de ellos es nulo, es bastante
claro quién debe ser H̃n(Z;R).



2.6 Cohomoloǵıa reducida 63

Demostración. Dada la sucesión exacta larga reducida de la pareja (Dn, Sn−1)
y el hecho de que Dn es contráıble, tenemos que

δ̂q : Hq(Dn, Sn−1;R)
∼=−→ H̃q+1(Sn−1;R)

es un isomorfismo. Consideremos el diagrama

Hq+1(Dn, Sn−1;R) δ̂q

←−−−−∼=
Hq(Sn−1;R)

F∗
x xf∗

Hq+1(Z, Y ;R) ←−−−−
δ̂q

Hq(Y ;R).

Como δ̂q es natural entonces el diagrama conmuta. En general, un diagra-
ma que involucre al morfismo de conexión es natural.

Sea ψ ∈ Hq(Y ;R). Entonces

δ̂q(f∗[ψ]) = δ̂q([f#(ψ)]) = δ̂q[ψ ◦ f#] = [δqψ̃ ◦ f#]

y por otro lado

F ∗(δ̂q[ψ]) = F ∗[δq(ψ̂)]

= [δq(ψ̂) ◦ F#].

Además

[δq(ψ̃ ◦ f#)] = [ψ̃ ◦ f# ◦ ∂q+1] = [δq(ψ̃) ◦ F#] = [ψ̃ ◦ ∂q+1 ◦ F#].

Para construir la extensión apropiada, consideraremos

Sq(Sn−1)� _

��

f#
// Sq(Y )� _

��

ψ
// R

Sq+1(Dn)
∂q+1

// Sq(Dn)
F#

// Sq(Z)
ψ̃

=={
{

{
{

{

(2.2)

Por el Ejercicio 2.16, se tiene que ψ̃ ◦ f = ψ̃ ◦ F#. Entonces

ψ̃ ◦ f# ◦ ∂q+1 = ψ ◦ F# ◦ ∂q+1 = ψ̃ ◦ ∂q+1 ◦ F#

pues F# es morfismo de cadenas. Por lo tanto el diagrama de naturalidad
conmuta.

Consideremos a continuación la sucesión exacta larga reducida (de la pa-
reja) de (Z, Y ).
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H̃q+1(Y ;R) // Hq(Z, Y ;R) // H̃q(Y ;R)
δ̂q

//

f∗
''OOOOOOOOOOO

Hq+1(Z, Y ;R)

(δ̂q)−1◦F∗

��

H̃q(Sn−1;R).

Cambiando Hq+1(Z, Y ;R) por H̃q(Sn−1;R), obtenemos la sucesión exacta
larga

· · · → H̃q−1(Y )
f∗−→ H̃q−1(Sn−1)

ψ−→ H̃q(Z) i∗−→ H̃q(Y )
f∗−→ Hq(Sn−1)→ · · ·

En seguida podemos prodecer punto por punto. Para el primero, si q 6=
n, n− 1, entonces i∗ es un isomorfismo ya que

Hq(Sn−1;R) ∼= 0, q 6= n− 1.

Si q = n− 1 como H̃n−2(Sn−1;R) = 0 entonces

i∗ : H̃n−1(Z;R)� H̃n−1(Y ;R),

luego i∗ es isomorfismo con su imagen pues la sucesión es exacta. Por lo tanto

H̃n−1(Z;R) ∼= núc f∗.

Para el último punto, con q = n

· · · → H̃n−1(Y )
f∗−→ H̃n−1(Sn−1)

ψ−→ H̃n(Z) i∗−→ H̃n(Y )
f∗−→ 0→ · · ·

y por la exactitud, núc i∗ = Imψ. Pero

Imψ ∼= H̃n−1(Sn−1;R)/núcψ = H̃n−1(Sn−1;R)/Im f∗

y por definición H̃n−1(Sn−1;R)/Im f∗ = conúc f∗, que es lo mismo que la
sucesión del tercer inciso. ut

Este teorema es la herramienta principal para hacer cálculos, como que-
dará ejemplificado enseguida.

Proposición 2.44. Se cumple que

Hq(CPm;R) ∼=

{
R, 0 ≤ q ≤ 2m, q ≡ 0 mod 2,
0, q > 2m, q ≡ 1 mod 2.

Demostración. Recordemos que CPm ∼= CPm−1 ∪f D2m donde f : S2m−1 →
CPm−1 está dada por f(z1, · · · , zm) = [z1, . . . , zm], donde [] indica la clase
de equivalencia módulo multiplicación por un elemento en S1. Para m = 0,
CP0 = {∗}, luego
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Hq({∗};R) ∼=

{
R, q = 0,
0, q 6= 0.

Supongamos que el aserto del teorema es verdadero para CPm−1. Puesto
que Hq(CPm;R) ∼= Hq(CPm−1 ∪f D2m;R). Por el primer inciso del teorema
anterior,

Hq(CPm;R) ∼= Hq(CPm−1;R), q 6= 2m, 2m− 1,

y por el segundo
H2m−1 ∼= núc f∗

donde f∗ : H2m−1(CPm−1;R) → H2m−1(S2m−1;R). Por hipótesis de induc-
ción, H2m−1(CPm−1;R) = 0. Luego f∗ es el homomorfismo 0, lo que significa
que núc f∗ = 0. Utilizando ahora el tercer inciso, tenemos la sucesión exacta

0→ conúc f∗ → H2m(CPm;R)→ H2m(CPm−1, R) = 0→ 0,

donde el penúltimo término de la sucesión es nulo también por hipótesis de
inducción. Esto significa que

conúc f ∼= H̃2m−1(S2m−1;R) ∼= R,

como queŕıamos. ut

La cohomoloǵıa anterior es una de las más importantes porque contiene
a las clases de Chern (clases caracteŕısticas) que permiten estudiar los haces
vectoriales.

2.7. Transversalidad

Todas las variedades en discusión no tienen frontera. Sean Mm y Nn va-
riedades diferenciables de sendas dimensiones m y n. Sea V k una subvariedad
de N (cuyas cartas son las restricciones de las cartas de N).

Definición 2.45. Sea f : M → N una función diferenciable. Decimos que f
es transversa a V si para cada x ∈ f−1(V ) se cumple que

dfx(TxM) + Tf(x)V = Tf(x)N.

Sea N una variedad diferenciable y H∗(N ;R) con R = Z,Z/2Z. Desea-
mos definir una estructura de anillo graduado en tal módulo. Para tal fin,
necesitamos generalizar la definición de transversalidad. Sean f : M → N y
g : V → N funciones diferenciables. Consideremos f × g : M × V → N ×N .
Decimos que f y g son transversales si la función f × g es transversal a la
subvariedad ∆ ⊂ N ×N , y lo denotamos como f t g.
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Teorema 2.46 (Thom). Sea f : Mm → Nn una función continua y V k una
subvariedad de N . Entonces existe una función diferenciable φ : M → N tal
que φ ' f y φ es transversa a V .

Teorema 2.47. Sea f : Mm → Nn una función diferenciable y V k una sub-
variedad de N . Si f es transversal a V entonces f−1(V ) es una subvariedad
de M de dimensión m− n+ k (o f−1(V ) = ∅).

Sea α ∈ Hi(N ;R) y β ∈ Hj(N ;R). Supongamos que α y β están dadas

por variedades, esto es, existe una variedad diferenciable compacta M i f−→ N
tal que α = f∗(σM ) donde

σM ∈ Hi(M i;R) =

{
R = Z, M está orientada,
R = Z/2Z, en otro caso.

También para β existe V j
g−→ N tal que β = gα(σV )

El producto de intersección de α y β, que denotamos con α t β es la
intersección transversal de f y g, es decir,

f t g = (f × g)−1(∆) = {(x, v) : f(x) = g(v)}.

Por el teorema anterior, esto es una subvariedad de M × V que es de
dimensión i + j − 2n + n = i + j − n y que por lo tanto tiene una clase
fundamental

σ(f t g) ∈ Hi+j−n(f t g;R)
(f◦π1)∗−−−−−→ Hi+j−n(N ;R).

Si f y g no son transversales, esto es, si f×g no es transversal a ∆, śı existe
una función homótopa que si es transversal a ∆. Con ella hacemos la misma
construcción. Se puede demostrar que cualquier función homótopa a f×g que
es transversal a ∆ define la misma clase de homoloǵıa.

Escolio 2.48. Este producto de intersección está definido para las clases de
homoloǵıa. Sin embargo, cuando R = Z/2Z, todas las clases de homoloǵıa
están dadas por variedades. Cuando R = Z, todas las variedades tienen que
estar orientadas.

2.8. Producto copa

En 1935, en Moscú, Alexander y Kolmogorov definieron los grupos de
cohomoloǵıa con una estrctura de anillo graduado a través del llamado pro-
ducto copa. Luego hubo modificaciones hechas por C̆ech y Whitney (`). Este
producto ya funciona para espacios arbitrarios.

Sea X un espacio arbitrario. Consideremos ∆p+q el simplejo estándar.
Definimos λp : ∆p → ∆p+q y ρq : ∆q → ∆p+q mapeos afines de la siguiente
manera.
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λp(ei) = ei, 0 ≤ i ≤ p
y

ρq(ej) = ep+j , 0 ≤ j ≤ q.

Definición 2.49. Definimos

`: Sp(X) + Sq(X)→ Sp+q(X) : (φ, ψ) 7→ φ ` ψ,

donde φ ` ψ : Sp+q(X)→ R,

φ ` ψ(σ) = φ(σ ◦ λp) ∗ ψ(σ ◦ ρq) ∈ R.

Proposición 2.50. La función `: Sp×Sq → Sp+q(X) es bilineal y asociativa,
cuya unidad es 1 ∈ S0(X) dada por 1(x) = 1 ∈ R para cada x ∈ S0(X).

El producto ` pasa a cohomoloǵıa y para comprobar esto hay que calcular

δp+q(ψ ` ψ) = δp(φ) ` ψ + (−1)pφ ` δq(ψ).

Aunque se puede dar una demostración directa y laboriosa, es mejor ha-
cerlo introduciendo otro producto.

Este producto (llamado producto cruz) permite estudiar la (co)homoloǵıa
de X × Y . Para esto hay que ver qué es S0(X × Y ).

Definición 2.51. El producto S∗(X)⊗R S∗(Y ) está definido por

(S∗(X)⊗R S∗(Y ))n
⊕n

p=0 Sp(X)⊗R Sn−p(Y )

∂⊕n

y y
(S∗(X)⊗R S∗(Y ))n−1

⊕n−1
p=0 Sp(X)⊗R Sn−1−p(Y )

donde
δ⊗n (c⊗ d) = ∂p(c)⊗ d+ (−1)pc⊗ ∂n−p(d)

y c ∈ Sp(X) y d ∈ Sn−q(Y )

Definición 2.52. Definimos el morfismo de Alexander-Whitney A : Sn(X ×
Y )→ (S∗(X)⊗ S∗(Y ))n a través de

A(τ) =
n∑
p=0

π1 ◦ τ ◦ λp ⊗ π2 ◦ τ ◦ pn−1.

Definición 2.53. Sean ψ ∈ Sp(X), ψ ∈ Sq(Y ) definimos el producto cruz
φ× ψ ∈ Sp+q(X × Y ) como la composición

Sp+q(X × Y )→ (S∗(X)⊗ S∗(Y ))p+q
φ⊗ψ−−−→ R⊗R R→ R

donde φ⊗ ψ se define como

φ⊗ ψ : Sp(X)⊗R Sq(Y )→ R⊗R R

en este sumando y 0 en todos los demás.
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Escolio 2.54. Sea ∆ : X → X × X la función diagonal y consideremos la
composición

Sp(X)× Sq(X) ×−→ Sp+q(X ×X) ∆#

−−→ Sp+q(X).

Aśı, para τ ∈ Sp+q(X)

∆#(φ× ψ)(τ) = φ× ψ(∆#(τ))
= φ× ψ(∆ ◦ τ)
= φ(π1 ◦∆ ◦ τ ◦ λp)ψ(π2 ◦∆ ◦ τ ◦ ρq)
= φ(τ ◦ λp)ψ(τ ◦ ρq)
= (φ ` ψ)(τ).

Sean φ ∈ Sp(X) y ψ ∈ Sq(X). Tenemos aśı que ∆#(φ ◦ ψ) = φ ` ψ.

Proposición 2.55. Se satisface

δp+q(φ× ψ) = δp(φ)× ψ + (−1)pφ× δq(ψ).

Demostración. Sea σ ∈ Sp+q+1(X × Y ). Entonces

δp+q(φ× ψ)(σ) = (φ× ψ)(∂p+q+1(σ))
= m ◦ (φ× ψ) ◦A(∂p+q+1(σ))

= m ◦ (φ⊗ ψ)∂⊗p+q+1A(σ)

= m ◦ (φ⊗ ψ)∂⊗p+q+1A
(∑

π1 ◦ σ ◦ λp ⊗ π2 ◦ σ ◦ ρn−1

)
= m ◦ ◦φ⊗ ψ

∑
[∂i(π1 ◦ σ ◦ λp ⊗ π2 ◦ σ ◦ ρp+q+i+

(−1)iπ1 ◦ σ ◦ λi ⊗ ∂p+q+i(π2 ◦ σ ◦ ρp+q+1)]
= mφ(∂p+1(π1 ◦ σ ◦ λp+1))⊗ ψ(π2 ◦ σ ◦ ρq)

+ (−1)pφ(π1 ◦ σ ◦ λp)⊗ ψ(∂q+1(π2 ◦ σ ◦ ρq+1))
= φ∂p+1(π1 ◦ σ ◦ λp+1)ψ(π2 ◦ σ ◦ ρq)

+ (−1)pφ(π1 ◦ σ ◦ λp)ψ(∂q+1(π2 ◦ σ ◦ pq+1))
= (δp(φ)× ψ)(σ) + ((−1)pφ× δq(ψ))(σ),

como se afirmaba. ut

Proposición 2.56. El operador δ∗ satisface

δp+q(φ ` ψ) = δp(φ) ` ψ + (−1)pφ ` δq(ψ)

donde φ ∈ Sp(X) y ψ ∈ Sq(X).
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Demostración. Según lo anterior

∂p+q(φ ` ψ) = δp+q(∆#(φ× ψ))

= ∆#(δp+q(φ× ψ))

= ∆#(δp(φ)× ψ + (−1)pφ× δq(ψ))
= δp(φ) ` ψ + (−1)pψ ` δq(ψ),

como se queŕıa. ut

Corolario 2.57. El producto copa en cocadenas pasa a los módulos de coho-
moloǵıa.

Demostración. Definimos [φ] ` [ψ] := [φ ` ψ]. Sea φ tal quye δp(φ) = 0 y ψ
tal que δq(ψ) = 0. Entonces

δp+q(φ ` ψ) = δp(φ) ` ψ + (−1)pφ ` δq(ψ) = 0,

luego φ ` ψ es un cociclo y por lo tanto tiene sentido considerar el śımbolo
[φ ` ψ].

Supongamos que δq(ψ) = 0 y calculamos

δp+q(φ ` ψ) = δp(φ) ` ψ + (−1)pφ ` δq(ψ) = δp(φ) ` ψ,

luego δp(φ) ` ψ = δp+q(φ ` ψ). Esto quiere decir que el producto copa
de una cofrontera y un cociclo (en ese orden) es una cofrontera. De manera
completamente análoga se demuestra que el producto copa de un cociclo y una
cofrontera es una cofrontera. Consideremos a continuación φ′ = φ + δp−1(α)
y ψ′ = ψ + δq−1(β). Aśı,

φ′ ` ψ′ = (φ+ δp−1(α)) ` (ψ + δq−1(β))

= φ ` ψ + φ ` δq−1(β) + δp−1(α) ` ψ + δp−1(α) ` δq−1(β),

donde los últimos tres términos son cofronteras según las observaciones pre-
cedentes. Luego [φ′ ` ψ′] = [φ ` ψ]. ut

Corolario 2.58. El producto copa `: Hp(X;R) ×Hq(X;R) → Hp+q(X;R)
es bilineal, asociativo y con unidad [1] ∈ H0(X;R) donde 1(x) = 1 ∈ R.

Proposición 2.59. Sea f : X → Y una función continua. Entonces el ho-
momorfismo inducido f∗ : Hq(X;R) → Hq(X;R) es un morfismo de anillos
graduados, esto es, f∗(a ` b) = f∗(a) ` f∗(b).

Demostración. Sean a ∈ [φ] ∈ Hp(X;R) y b = [ψ] ∈ Hq(X;R). Entonces
f∗(a ` b) = f∗[φ ` ψ] = [f#(φ ` ψ)]. Por otro lado

f∗(a) ` f∗(b) = f∗[φ] ` f∗[ψ]

= [f#(φ)] ` [f#(ψ)]

= [f#(φ) ` f#(ψ)].
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Para ver que son iguales, sea σ ∈ Sp+q(X). Por un lado

f#(φ ` ψ) = (φ ` ψ) ◦ f#(σ) = (φ ` ψ)(f ◦ σ) = φ(f ◦ σ ◦ λp)ψ(f ◦ σ ◦ ρq)

y por otro

(f#(φ) ` f#(ψ))(σ) = f∗(φ)(σ ◦ λp)f#(ψ)(σ ◦ ρq)
= φ ◦ f#(σ ◦ λp)ψ ◦ f#(σ ◦ ρq)
= φ(f ◦ σ ◦ λp)ψ(f ◦ σρq),

lo que demuestra la afirmación. ut

Teorema 2.60. Sean a ∈ Hp(X;R) y b ∈ Hq(X;R). Entonces a ` b =
(−1)pqb ` a.

Teorema 2.61 (Eilenberg y Zilber). El morfismo de Alexander-Whitney,
A : Sq(X×Y ) '−→ S∗(X)⊗RS∗(Y ) es una equivalencia homotópica de cadenas.
En particular

H∗(X × Y ;R) ∼= H∗(S∗(X)⊗ S∗(Y )).

Para continuar, abordaremos el producto de Kronecker. Este producto
está definido de la siguiente manera

Sp(X)× Sp(X)
〈?,?〉−−−→ R,

〈φ, c〉 7→ φ(c).

Este producto induce un homomorfismo

α : Hp(X)→ HomR(Hp(X;R), R),
[φ] 7→ 〈[φ], ?〉 = φ(?),

que en general no es un isomorfismo.

Proposición 2.62. Supongamos que R es un dominio de ideales principales.
Entonces hay una sucesión exacta

0→ ExtR(Hn−1(X;R), R)→ Hn(X;R) α−→ HomR(Hn(X;R), R)→ 0.

donde α[φ][c] = 〈[φ], [c]〉 = φ(c).

Proposición 2.63. Sea R un dominio de ideales principales. Supongamos que
Hq−1(X,A;R) es finitamente generado. Sea Tq−1 el submódulo de torsión de
Hq−1(X,A;R). Entonces

Ext1(Hq−1(X,A;R), R) ∼= Tq−1.

Si, además, Hq(X,A;R) es finitamente generado y Fq es su parte libre,
entonces

Hq(X,A;R) ∼= Fq ⊕ Tq−1.
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Demostración. El funtor Ext1R(?, ?) es aditivo en ambas entradas. Es decir,

Ext1R(M1 ⊕M2, N) ∼= Ext1R(M1, N)⊕ Ext1R(M2, R),

Ext1R(M,N1 ⊕N2) ∼= Ext1R(M,N1)⊕ Ext1R(M,N2).

Observamos también que el teorema sobre la estructura de grupos abe-
lianos finitamente generados se extiende a R-módulos finitamente generados
sobre un dominio de ideales principales.

Por hipótesis tenemos

Hq−1(X,A;R) ∼= Tq−1 ⊕ Fq−1,

luego

Ext1R(Hq−1(X,A;R), R) ∼= Ext1R(Tq−1 ⊕ Fq−1;R)

= Ext1R(Tq−1;R)⊕ Ext1R(Fq−1;R)

= Ext1R(Tq−1;R).

Ahora calcularemos Ext1R(T,R) donde T es un R-módulo de torsión. Por
el teorema de estructura

T ∼= R/(γ1)⊕ · · · ⊕R/(γn), 0 6= γi ∈ R,

y aśı,
Ext1R(T,R) ∼=

⊕
Ext1R(R/(γi), R).

Consideremos
0→ R

µ−→ R
ν−→ R/(γ0)→ 0

donde µ(r) = r0r. De hecho, µ es inyectiva pues si µ(r) = r0r = 0 implica que
r = 0. Aplicando el funtor Hom a la sucesión anterior,

0→ HomR(R/(γ0), R) ν†−→ HomR(R,R)
µ†−→ HomR(R,R)→ 0.

Tenemos que r se ve en HomR(R,R) como una multiplicación por r, que
denotaremos como fr. Aśı,

µ†(fr)(1) = frµ(1) = f − r(r0) = r0r,

lo que significa que conúcµ† ∼= R/(r0), y por ello Ext1R(T ;R) ∼= T .
Para la segunda parte del teorema, notemos que si T es de torsión,

Hom(T,R) = 0,

ya que si f : T → R y x ∈ T , entonces rx = 0 implica que f(rx) = rf(x) = 0
y esto a su vez que f(x) = 0. Luego f = 0. Como Hq(X,A;R) es finitamente
generado, Hq(X,A;R) ∼= Tq ⊕ Fq. Por lo tanto
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HomR(Hq(X,A,R), R) ∼= HomR(Tq, R)⊕HomR(Fq, R)
∼= HomR(Fq, R)
∼= HomR(R⊕ · · · ⊕R,R)
∼= HomR(R,R)⊕ · · ·HomR(R,R),
∼= R⊕ · · · ⊕R ∼= Fq.

Aplicando lo anterior a la sucesión

0→ Ext1R(Hq−1(X,A;R), R)→ Hq(X,A;R)→ HomR(Hq(X,A;R), R)→ 0,

obtenemos
0→ Tq−1 → Hq(X,A;R)→ Fq → 0.

Como Fq es libre, la sucesión se escinde y

Hq(X,A;R) ∼= Tq−1 ⊕ Fq,

como se ped́ıa. ut

Proposición 2.64. Sea Tg la superficie orientable de género g. Entonces

Hq(Tg;R) ∼=


R, q = 0, 2,
R2g, q = 1,
0, q > 2.

Demostración. Ya que

Hq(Tg;R) ∼=


R, q = 0, 2,
R2g, q = 1,
0, q > 2.

Por la proposición anterior, Hq(Tg;R) = Hq(Tg;R), ya que la homoloǵıa
es libre en todas las dimensiones. ut

Proposición 2.65. Sea R un dominio de ideales principales. Entonces

1. si carR = 2,

Hq(Nh;R) =


R, q = 0,
Rh, q = 1,
0, q > 2;

2. si carR 6= 2,

Hq(Nh;R) =


R, q = 0,
Rh−1, q = 1,
R/2R, q = 2,
0, q > 2,



2.8 Producto copa 73

donde Nh = RP2# · · ·#RP2.

Demostración. Si 2R = 0, R(2) = núc (? · 2) = R, y

Hq(Nh;R) =


R, q = 0, 2,
Rh, q = 1,
0, q > 2,

y por la proposición anterior, Hq(Nh;R) ∼= Hq(Nh;R).
Puesto que

Hq(Nh;R) =


R, q = 0,
Rh−1 ⊗R/2R, q = 1,
R(2), q = 2,
0, q > 2,

y por la proposición anterior,

Hq(Nh;R) =


R, q = 0,
T0 ⊕ F1

∼= R, q = 1,
T1 ⊕ F2

∼= R/2R, q = 2,
0, q > 2,

lo que concluye la demostración. ut

Ejercicios

2.1. Demostrar que la topoloǵıa de |S(K)| no depende de la numeración de
los vértices.

2.2. Ver que |K| cumple la tercera condición de poliedro celular.

2.3. Demostrar que δn ◦ δn−1 = 0.

2.4. Ver que el isomorfismo manda a δn en ∂∗n+1.

2.5. Sea el simplejo con V = {v1, v2, v3} con K = {v1, v2, v3, v1v2, v2v3, v3v1}.
Demostrar que

Hn(K;G) ∼=

{
G, n = 0, 1,
0, n 6= 0, 1.

2.6. Ver que f# definida para [Š(L), G] es un morfismo de cocadenas, esto es,
que conmuta con los operadores cofrontera en Sn.

2.7. Ver que las dos definiciones de cohomoloǵıa de Čeck son equivalentes.
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2.8. Una función f : X → D (donde D es un espacio con la topoloǵıa discreta)
es continua si, y sólo si, es localmente constante.

2.9. Comprobar que la construcción | · | es funtorial.

2.10. Demostrar que

Hq(∗;G) =

{
0, q = 0,
G, q 6= 0.

2.11. Demostrar que H∗(
∏
C∗α) ∼=

∏
αH

q(C∗α).

2.12. Demostrar el Teorema 2.31.

2.13. Demostrar que φ−qq+1δ
q
Dψ

−1
q (α) es un cociclo y que su clase de cohomo-

loǵıa no depende de la elección de ψ−1
q (α).

2.14. Demostrar que f# : S∗(Y,B)→ S∗(X,A) es un morfismo de cocadenas.

2.15. Demostrar que las tres definiciones de cohomoloǵıa reducida son equi-
valentes.

2.16. Demostrar que si F |Sn−1 = f , entonces el cuadrado en (2.2) conmuta.

2.17. Demostrar la Proposición 2.50.

2.18. Demostrar que S∗(X)⊗ S∗(Y ) es un complejo de cocadenas.

2.19. Demostrar que el morfismo Alexander-Whitney es un morfismo de ca-
denas.

2.20. Demostrar que el producto de Kronecker es R-bilineal y pasa a coho-
moloǵıa.
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Haces vectoriales

3.1. Módulos proyectivos

Para estudiar anillos muy complicados (como C(X; R)), hay que entender
los R-módulosM (M es un grupo abeliano con una acción lineal R×M →M).

El primer paso es estudiar los módulos libres finitamente generados, es
decir, cuando M ∼= R⊕ · · · ⊕R.

El segundo paso es estudiar los módulos proyectivos finitamente generados,
lo que permite asociar a R un grupo abeliano calculableK0(R), que es la teoŕıa
K de R de dimensión 0.

Definición 3.1. Consideremos un grupo abeliano M y su anillo de endo-
morfismos End(M) = {φ : M → M} con las operaciones (φ + ψ)(m) =
φ(m) + ψ(m) y φ · ψ = φ ◦ ψ, donde 1 = id : M →M .

Un R-módulo es un grupo abeliano M junto con un homomorfismo de
anillos a : R → End(M), lo cual define una acción R ×M → M dado por
r ·m = α(r)(m).

Queremos estudiar con algo de más detalle los módulos proyectivos.

Definición 3.2. Un R-módulo P es proyectivo si, dados R-módulos C y B
con homomorfismos f : P → C y y : B → C, existe F : P → B tal que
g ◦ F = f .

Sea R un anillo con 1 y P(R) la categoŕıa de R-módulos proyectivos finita-
mente generados y sus homomorfismos de R-módulos. Consideremos parejas
(G, f), donde G es un grupo abeliano y f : Obj(P(R)) → G es una función
con la siguiente propiedad: para toda sucesión exacta 0→ P → P ′ → P ′′ → 0
en P(R) se tiene que f(P ′) = f(P ) + f(P ′′).

Se puede demostrar que existe una pareja (K0(R), γ) con la siguiente pro-
piedad: dada otra pareja (G, f) existe un único homomorfismo de grupos
α : K0(G)→ G tal que
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Obj(P(R))
γ

//

f
&&MMMMMMMMMMM

K0(G)

α

��

G

conmuta.

Ejemplo 3.3. Sea R un cuerpo. Los R-módulos proyectivos finitamente ge-
nerados son los espacios vectoriales de dimensión finita, K0(R) ∼= Z y
γ(m) = dimm.

Definición 3.4. Sea S un semigrupo abeliano. Definimos en S×S la siguiente
relación (a, b) ∼ (c, d) ⇐⇒ ∃s ∈ S, a+d+s = b+c+s. Queda definido el grupo
de Grothendieck G(S) = S×S/ ∼ con [a1 + b1] + [a2 + b2] = [a1 + a2, b1 + b2].

El inverso de [a, b] en el grupo de Grothendieck es [b, a]. Además, existe
un homomorfismo de semigrupos

i : S → G(S),
S 7→ [s, 0],

que es inyectivo si, y sólo si, S es un semigrupo de cancelación.
Consideremos las clases de isomorfismo de módulos proyectivos finitamente

generados. Sea P un módulo proyectivo finitamente generado. Existe un R-
módulo Q tal que P ⊕Q es libre, esto es, P ⊕Q ∼= Rn. Aśı,

α : P ↪→ P ⊕Q ∼= Rn ↪→ R∞

y P ∼= α(P ) ⊆ R∞. Luego, si S denota a las clases de equivalencia de iso-
morfismo de R-módulos proyectivos, es un conjunto. Tenemos que S es un
semigrupo con la suma directa. Definimos K0(R) := G(S).

Supongamos que R = C(X,R). Para calcular K0(R), es preciso estudiar
a los C(X,R)-módulos proyectivos finitamente generados. Para construir un
C(X,R)-módulo que no sea libre es necesario un grupo abeliano que actúe
sobre C(X,R).

Sea X = Mn una variedad diferenciable. Para cada x ∈ M , tenemos el
espacio tangente TxM es un espacio vectorial real de dimensión n. Conside-
remos

C(X,
∐
x∈M

TxM).

Pero esto no es un grupo ya que si φ, ψ : X →
⋃
x∈M TxM , tenemos que

φ(x) ∈ Tx′M y ψ(x) ∈ Tx′′M y estos espacios vectoriales no necesariamente
coinciden. Las funciones que śı podemos sumar son de la forma φ(x) ∈ TxM ,
pues (φ+ ψ)(x) = φ(x) + ψ(x) ∈ TxM .
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Definición 3.5. Hacemos

Γ (X,
∐
x∈M

TxM) =

{
φ : X →

⋃
x∈M

TxM : φ(x) ∈ TxM

}
y definimos

C(X,R)× Γ (X,qTxM)→ Γ (X,qTxM),
(f · φ)(x) 7→ f(x) · φ(x).

Requerimos darle a
∐
x∈M TxM para poder hablar de funciones continuas.

Sea {(Uα, φα)} un atlas de M ; sabemos que φα(Uα) es un abierto de Rm.
Podemos definir

φ̂α : p−1(Uα)→ Uα × Rn

v 7→ (p(v), (t1, . . . , tn)),

donde

v =
n∑
i=1

ti
∂

∂xi
(p(v))

y ∂
∂xi

f(x) dadas por

∂f

∂xi
(x) =

∂(f ◦ φ−1
α )

∂ei
(φα(x))

conforman una base para TxM .
Tenemos que TM es una variedad diferenciable. Sean {(Uα, φα)} cartas

para M . La función φ̂α es una biyección ya que p−1(Uα) =
⋃
x∈Uα

TxM y cada
base nos da un isomorfismo. La estructura de variedad de TM se obtiene con
la cubierta {p−1(Uα)}α y las biyecciones φ̂α : p−1(Uα)→ R2n.

Si tomamos un atlas maximal para M , los dominios de las cartas son una
base de la topoloǵıa de TM y cada φ̂α es un homeomorfismo.

Queremos considerar ahora un espacio cualquiera M y objetos con propie-
dades análogas a las de TM .

Definición 3.6. Un haz vectorial (real) de dimensión n ξ consiste en una
función continua p : E → X tal que para cada x ∈ X la fibra p−1(x) tiene una
estructura de espacio vectorial de dimensión n. Además, existe una cubierta
abierta {Uα} de X y homeomorfismos ψα : p−1(Uα)→ Uα×Rn que satisfacen
lo siguiente.

1. El diagrama

p−1(Uα)
p|

&&LLLLLLLLLLL
ψα // Uα × Rn

π1

��

Uα

conmuta.



78 3 Haces vectoriales

2. Se cumple que ψα|p−1(x) : p−1(x) → {x} × Rn = Rn es un isomorfismo
lineal.

Ejemplo 3.7. El haz producto es quizá el ejemplo más sencillo de haz vectorial.
En tal caso, E = X × Rn y π1 : E → X.

Ejemplo 3.8. El haz tangente a una variedad diferenciable, por ser precisa-
mente por motivar la definición, es un haz vectorial.

Reemplazando a Rn por Cn en la definición de haz tangente, obtenemos
la noción de haz tangente complejo. De hecho, se puede dar una definición
ligeramente más general.

Definición 3.9. Un haz vectorial (real o complejo) ξ es una función continua
p : E → X tal que para cada x ∈ X el conjunto p−1(x) es un espacio vectorial
(real o complejo) de manera que existe una cubierta abierta {Uα} de X y para
cada α un homeomorfismo ψα : p−1(Uα) → Uα × Kn (donde K = Rn,Cn),
que satisfacen las mismas propiedades de la definición anterior.

Escolio 3.10. Sea ξ = (E, p,X) un haz vectorial. Definimos una función d :
X → N dada por d(x) = dim p−1(x). Por definición, esta función es localmente
constante ya que en un abierto Uα es constante. Esto implica que d es continua
y por lo tanto constante en cada componente conexa de X.

Definición 3.11. Sea ξ = (E, p,X) un haz vectorial. Definimos

Γ (ξ) = {s : X → E : s es continua, p ◦ s = idx}

y a cada elemento de este conjunto lo denominamos sección del haz.

Vemos que Γ (ξ) es un grupo abeliano con la suma

(s1 + s2)(x) = s1(x) + s2(x) ∈ p−1(x) (3.1)

lo cual tiene sentido por que si s es una sección, s(x) ∈ p−1(x).
Definimos la acción

C(X,R)× Γ (ξ)→ Γ (ξ) : (f · s)(x) 7→ f(x)s(x) ∈ p−1(x) (3.2)

que por el Ejercicio 3.8, esta acción es continua.

Escolio 3.12. Cuando se trata del haz tangente, las secciones se llaman campos
vectoriales.

Definición 3.13. Un subhaz de un haz ξ = (E, p,X) es un subconjunto E′ ⊆
E dtal que E′∩p−1(X) es un subespacio vectorial de p−1(X) para cada x ∈ X
y p|E′ : E′ → X es un haz vectorial.
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Definición 3.14. Sean ξ = (E, p,X) y η : (E′, p′, Y ) haces vectoriales. Un
morfismo de haces es una pareja (F, f) de funciones continuas F : E → E′ y
f : X → Y tales que

1. el diagrama
E

F−−−−→ E′

p

y yp′
X −−−−→

f
Y

conmuta y
2. la restricción F |p−1(x) : p−1(x)→ p′−1(f(x)) es lineal para cada x ∈ X.

La última condición es equivalente a tener una función continua F : E →
E′ tal que F manda cada fibra de ξ homomórficamente en una fibra de η.

Dada F , claramente tenemos definida una función f : X → Y de manera
que el cuadrado de la definición conmuta. Tal f es continua pues p : E → X
es abierta y por lo tanto una identificación.

Decimos que un morfismo de haces F es monomorfismo si F |p−1(x) es
inyectiva para cada x ∈ X. Diremos que F es un epimorfismo si F |p−1(x)

es suprayectiva para cada x ∈ X. Decimos que F es un mapeo de haces si
F |p−1(x) es un isomorfismo lineal para cada x ∈ X.

Definición 3.15. Si F es un mapeo de haces y f es un homeomorfismo, en-
tonces decimos que F es una equivalencia de haces. Cuando X = Y , f = id y
F es un isomorfismo en cada fibra diremos que f es un isomorfismo de haces.
En otras palabras, cuando existe un morfismo de haces f ′ : E′ → E tal que
F ◦ F ′ = id y F ′ ◦ F = id.

Sea K = R,C. Consideremos a GL(n,K), el grupo general lineal que
consta de todas las matrices invertibles de n×n con entradas en K. Le damos
una topoloǵıa a GL(n,K) considerándolo como subconjunto de M(n,K) el
espacio vectorial de matrices de n× n con la topoloǵıa usual. Esta topoloǵıa
coincide con la del supremo como espacio de operadores lineales y con la
topoloǵıa compacto-abierta como subespacio de funciones continuas de Kn

en Kn.

Escolio 3.16. El grupo GL(n,K) es también un grupo de Lie ya que M(n,K)
es un espacio vectorial de dimensión finita, por lo que tiene una estruc-
tura diferenciable canónica. Además, det : M(n,K) → K es continua y
GL(n;K) = det−1(K \ {0}), luego GL(n,K) es un abierto en una variedad,
por lo que es una variedad diferenciable.

Proposición 3.17. Sean V y W espacios vectoriales de dimensión n y m,
respectivamente. Sea L(V,W ) = {f : V → W : f es lineal} con la topoloǵıa
dada por el isomorfismo L(V,W ) ∼= M(m× n,K) ∼= Knm. Sea X un espacio
topológico. Entonces una función A : X → L(V,W ) es continua si, y sólo si,
a : X × V →W es continua, donde a(x, v) = A(x)(v).
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Demostración. Supongamos que A es continua. Consideremos la composición

X × V → L(V,W )× V →W,

(x, v) 7→ (A(x), v) 7→ A(x)(v)

que es continua, por ser A continua y por el Ejercicio 3.12.
Supongamos que a : X×V →W es continua. Tomemos bases {v1, . . . , vn}

de V y {w1, . . . , wm} de W . La función A : X → L(V,W ) es continua si, y
sólo si, cada componente de la representación matricial es continua. Para cada
i y j definimos

x 7→ 〈a(x, vj), wj〉 7→ 〈A(x)(vj), wi〉,
que es continua pues A es continua y el producto punto también. Por el
Ejercicio 3.11, 〈A(x)(vj), wi〉 es precisamente la entrada (i, j) de A(x). ut

Teorema 3.18. Sean ξ = (E, p,X) y η = (E′, p′, X ′) haces vectoriales y
F : E → E′ un morfismo de haces sobre idX , de modo que F |p−1(x) : p−1(x)→
p′−1(x) es un isomorfismo lineal. Entonces F es un isomorfismo lineal.

Demostración. Sea x ∈ X y U una vecindad de x, por lo cual tenemos las
trivializaciones

φ : p−1(V )
∼=−→ U ×Kn, ψ : p−1(V )

∼=−→ U ×Kn.

Consideremos la composición ψ ◦ F ◦ φ−1 : U × Kn → U × Kn. Como
φ, F y ψ mandan fibras en fibras, esta composición es de la forma (x, v) 7→
(x, a(x, v)). Como φ y ψ son homeomorfismos, entonces F |p−1(x) es continua
si, y sólo si, a es continua.

Como φ, F y ψ son lineales para cada x ∈ U , entonces a(x, ?) : Kn → Kn

es lineal. Es decir, tenemos la función A : U → L(Kn,Kn) dada por
A(x)(u) = a(x, v). Por la proposición anterior, a es continua. Por lo tanto,
F |p−1(v) es continua si, y sólo si, A es continua. Por hipótesis, F es isomor-
fismo en fibras y por ser trivializaciones φ y ψ también son isomorfismos en

fibras. Como GL(n,K) ?−1

−−→ GL(n,K) es continua componiendo resulta que

U
A−→ GL(n,K) ?−1

−−→ GL(n,K) es continua. Pero esta composición es la re-
presentación local de F−1 restringida a p−1(U), luego F−1 es continua. ut

Definición 3.19. Sea f : X → Y una función continua y η = (E, p,X) un
haz vectorial sobre Y . Definimos la retrotracción de η bajo f , f∗(η), como
f∗(E) = {(x, v) ∈ X × E : f(x) = p(v)}. De este modo, el cuadrado

f∗(E)
f−−−−→ E

p

y yp
X −−−−→

f
Y

conmuta.
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Afirmamos que f∗(η) es un haz vectorial. Tenemos que

p−1(x) = {(x, v) : f(x) = p(v)} = {x} × p−1(f(x));

por lo tanto, podemos definir (x, v1)+(x, v2) = (x, v1+v2) y λ(x, v) = (x, λv).
Para las trivializaciones de f∗(η) sean {φα : p−1(Vα)→ Vα×Kn}α las trivia-
lizaciones locales de η. Tomamos como cubierta abierta de X a {f−1(Vα)}α
y definimos

ψα : p−1(f−1(Vα)→ f−1(Vα)×Kn

a través de ψα(x, v) = (x, π2 ◦ φα(v)). Su inversa es

ψ̃α : f−1(Vα)×Kn → p̃−1(f−1(Vα)), (3.3)

(x,w) 7→ (x, φ−1
α (f(x), w)).

Escolio 3.20. La pareja (f, f) definida por una retrotracción es un mapeo de
haces, ya que f̃p̃−1(x) : p−1(x)→ p−1(f(x)), pero p−1(x) = {x}× p−1(f(x)) y
(x, v) 7→ v.

Definición 3.21. Sean ξ1 = (E1, p1, X1) y ξ2 = (E2, p2, X2) haces vectoria-
les. Definimos el haz producto ξ1 × ξ2 = (E1 × E2, p1 × p2, X1 × X2) donde
(p1 × p2)−1(x1, x2) = p−1

1 (x1)× p−1
2 (x2). Sean {φα : p−1

1 (Uα)→ Uα ×Kn} y
{psiα : p−1

frm−e(Vβ)→ Vβ ×Km} sendas trivializaciones locales de ξ1 y ξ2. La
trivialización local para el haz producto es

{φα×ψα : p−1
1 (Uα)×p−1

2 (Vβ)→ (Uα×Kn)×(Vβ×Km) ∼= Uα×Vβ×Kn+m}.

Sean ξ1 = (E1, p1, X) y ξ2 = (E2, p2, X) haces vectoriales. La suma de
Whitney ξ1 ⊕ x2 = (E(ξ1 ⊕ ξ2), q,X) está definida por

E(ξ1 ⊕ ξ2) = {(v1, v2 : p1(v1) = p2(v2)}

y
q(v1, v2) = p1(v1) = p2(v2).

Definimos

γ(α,β) : q−1(Uα ∩ Vβ)→ (Uα ∩ Vβ)×Kn ×Km,

(v1, v2) 7→ (p1(v1), π2(φα(vα)), π2(φβ(vβ)))

y también

γ̃(α,β) : (Uα ∩ Vβ)×Kn ×Km → q−1(Uα ∩ Vβ),
(X, a, b) 7→ (φ−1

α (x, a), ψ−1
β (x, b)).

Las fibras de q son espacios vectoriales donde q−1(v) = {(v1, v2) : p1(v1) =
p2(v2) = x}. Entonces

(v1, v2) + (v′1, v
′
2) = (v1 + v′1, v2 + v′2) ∈ p−1

1 (x)⊕ p−1
2 (x).
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Definición 3.22. Definimos la variedad de Stiefel de n-marcos ortonormales
en Km, Vn(Km) como

Vn(Km) := {(v1, . . . , vn) ∈ Km × · · · ×Km : vi · vj = δi,j}.

Para ver que Vn(Km) es una variedad diferenciable, consideremos las fun-
ciones

fi,j : Rm × · · · × Rm → R

(v1, . . . , vn) 7→

{
〈vi, vj〉, i 6= j,

〈vi, vj〉 − 1, i = j.

con las cuales constrúımos la función

G : Rm × · · · × Rm → R
n(n−1)

2 (3.4)

y aśı Vn(Rm) = G−1(0).

Ejemplo 3.23. Si n = 1, V1(Rm) = Sm−1.

Definición 3.24. La variedad de Grassmann de subespacios de dimensión n
en Km está definida por

Gn(Km) := {W ⊆ Km : W es un subespacio de dimensión n}.

Tenemos una función p : Vn(Km)→ Gn(Km) : (v1, . . . , vn) 7→ 〈v1, . . . , vn〉.
Damos a Gn(Km) la topoloǵıa cociente.

Definición 3.25. Definimos el haz vectorial γnm = (E(γnm), ρ,Gn(Km)) donde
E(γnm) = {(V, v) ∈ Gn(Km)×Km : v ∈ V } que se denomina haz tautológico.

Lema 3.26. Sea γm−nm el haz sobre Gn(Km) dado por E(γm−nm ) = {(V,w) ∈
Gn(Km) × Km : w ∈ V ⊥}. Entonces γnm ⊕ γm−nm = εm, es decir, el haz
producto de dimensión m sobre Gn(Km).

Demostración. Tenemos

E(γnm ⊕ γm−nm )

''OOOOOOOOOOO
f

//__________ Gn(Km)×Km

wwoooooooooooo

Gn(Km)

donde f((V, v), (V,w)) = (V, v + w). Esta función es continua ya que es la
restricción de una función continua, además de ser claramente lineal en fi-
bras. Necesitamos demostrar que f es inyectiva en fibras. Ciertamente, pues
f((V, v), (V,w)) = (V, v + w) = (V, 0) implica que v + w = 0, y esto a su vez
que v = −w. Pero v ∈ V y w ∈ V ⊥, luego v = w = 0. Como ambos espacios
son de dimensión m, entonces f es un isomorfismo en fibras, y por un teorema
anterior es un isomorfismo de haces. ut
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Definición 3.27. Sea ξ = (E, p,X) un haz vectorial de dimensión n. Una
función continua g : E → Km donde n ≤ m ≤ ∞. Una función continua se
denomina función de Gauss si g|Ex

: Ex → Km es un homomorfismo lineal.

Proposición 3.28. Existe una función de Gauss g : E → Km si, y sólo si,
existe una función cotninua f : X → Gn(Km) tal que f∗(γnm) ∼= ξ.

Demostración. Por un ejercicio, que f∗(γnm) sea isomorfo a ξ es equivalente a
tener el mapeo de haces

E //

��

E(γnm)

��

� � i // Gn(Km)×Km

π1
wwoooooooooooo

X
f

// Gn(Km)

Tenemos que i◦F es monomorfismo de hace ya que F es isomorfismo. Por
el Ejercicio anterior hay una función de Gauss para ξ.

Rećıprocamente, sea g : E → Km una función de Gauss para ξ. Queremos
definir un mapeo de haces (F, f) de la siguiente manera. Sea f(x) = g ◦
p−1(x) y F (e) = (f ◦ p(e), g(e)) Para ver que f es continua, consideremos la
trivialización local de ξ, {φα : p−1(Uα) → Uα ×Km} y la restricción de f a
Uα, f |Uα : Uα → Gn(Km). Vamos a definir hα : Uα → Vn(Km) a través de

hα(x) = (gφ−1
α (x, e1), . . . , gφ−1

α (x, em))

donde {ei}mi=1 es la base canónica Km. Dada la topoloǵıa de Vn(Km), hα es
continua. Tenemos el diagrama

Uα
hα //

f |Uα ##HHHHHHHHH Vn(Km)

��

Gn(Km)

que conmuta por la definición de f |Uα . Luego f es continua. Como f(e) =
(fp(e), g(e) y las componentes son continuas, F es continua. ut

Proposición 3.29. Todo haz vectorial de dimensión n sobre un espacio pa-
racompacto tiene una función de Gauss.

Demostración. Sea ξ = (E, p,X) un haz vectorial de dimensión n. Supon-
gamos que X compacto. Entonces existe una cubierta abierta finita {Ui} y
trivializaciones locales φi : p−1(Ui) → Ui ×Kn y una partición de la unidad
subordinada a la cubierta. Esto es, existe una familia de funciones continuas
ηi : X → I ηi : X → I, i = 1, . . . , r tales que

∑r
i=1 ηi(x) = 1, donde

sopηi ⊆ Ui. Definimos gi : E → Kn como
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gi(e) =

{
ηi(p(e))π1(φi(e)), e ∈ p−1(Ui),
0, e /∈ p−1(Ui).

(3.5)

Definimos g : E → Kn como g(e) = (g1(e), . . . , gr(e)). Para el caso en
cual X es paracompacto, se puede demostrar que existe una cubierta abierta
numerable {Ui}∞i=1 tal que ξ|Ui

es trivial, esto es, isomorfo al haz producto.
Usando esto procedemos de la misma manera con una partición de la unidad
{ηi}∞i=1 se definen g : E → Kn y g : E → K∞. ut

Definición 3.30. Sea X un espacio paracompacto. Denotamos por VectnK(X)
al conjunto de clases de isomorfismo de haces vectoriales de dimensión n sobre
X (K = R,C).

Teorema 3.31. Hay una biyección entre [X,Gn(K∞)] y VectnK(X) dada por
[f ] 7→ [f∗(γn∞)].

Demostración (Esquema). Lo primero es ver que la biyección β está bien defi-
nida y para esto se demuestra que, dado un haz ξ = (E, p,X) y f0, f1 : B → X
donde B es paracompacto, entonces f0 ' f1 implica que f∗0 (ξ) ∼= f∗1 (ξ). Que
β sea suprayectiva es consecuencia de las dos proposiciones anteriores, y sólo
resta demostrar que β es inyectiva. ut

Teorema 3.32 (Serre-Swan). Sea X un espacio paracompacto de dimen-
sión finita y con un número finito de componentes. Entonces la categoŕıa de
K-haces vectoriales sobre X es equivalente a la categoŕıa de C(X,K)-módulos
proyectivos finitamente generados.

La equivalencia entre categoŕıas garantizada por el teorema se da asocian-
do a un haz ξ = (E, p,X) el módulo de las secciones del haz.

Las condiciones en X garantizan que ξ sea de tipo finito, es decir, que
existe una cubierta finita {Ui}ni=1 tal que el haz restringido a Ui es trivial.

Bajo estas hipótesis, tenemos un diagrama de retrotracción

E
F−−−−→ E(γn)

f

y y
X −−−−→

f
Gn(Km)

donde la dimensión de ξ es n y m = kn. Usando un teorema anterior, podemos
obtener un haz E(γm−nm )→ Gn(Km) tal que γnm⊕γm−nm

∼= εm. Consideremos
la retrotracción f∗(γm−nm ). Entonces

f∗(γm−nm )⊕ ξ = f∗(γm−nm )⊕ f∗(γnm)
∼= f∗(γm−nm ⊕ γnm)
∼= f∗(εm)
∼= εm,
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donde el último miembro es el haz trivial sobre X.
Consideremos un X y las clases de isomorfismo de haces vectoriales reales

o complejos sobre X. Estos conforman un semigrupo con la suma de Whit-
ney. Aplicando la construcción de Grothendieck a este semigrupo se obtiene
un grupo abeliano que se denota como K(X) para el caso complejo y como
KO(X) para el caso real.

Corolario 3.33. Bajo las hipótesis del teorema de Serre-Swan, K(X) ∼=
K(C(X,C)) y KO(X) ∼= K(C(X,R)).

Sea X un espacio y U = {Uα} una cubierta abierta. A U le asociamos el
nervio NU , cuyos q-simplejos son de la forma

{{Uα0 , . . . , Uαq
} : Uα0 ∩ · · · ∩ Uαq

6= 0}.

A NU le asociamos el conjunto simplicial Šq(NU) = {(Uα0 , . . . , Uαq ) :
Uα0 ∩ · · · ∩ Uαq 6= 0}. Con éste definimos un complejo de cocadenas

Šq(NU) = Conj(Šq(NU), G)

donde G es un grupo abeliano. Tenemos el operador

Šq(NU) δq

−→ Šq+1(NU),

ψ 7→
q+1∑
i=0

(−1)iψ(Uα0 , . . . , Ûαi , . . . , Uαq+1).

Hab́ıamos definido

Ȟ∗(U ;G) = H∗(Š∗(NU))

y
Ȟq(X;G) = coĺımUH

∗(U ;G).

Nuestro objetivo es generalizar lo anterior sobre X.
Sea ξ = (E, p,X) un haz vectorial de dimensión n con una cubier-

ta trivializante {Uα}α∈I . Observemos que si φ ∈ Šq(NU), tal función es
φ(Uα0 , Uα1) ∈ G donde Uα0 ∩ Uα1 6= ∅.

Supongamos que Uα ∩ Uβ 6= ∅ y consideremos φα : p−1(Uα) → Uα ×Kn

y φβ : p−1(Uβ) ×Kn. Entonces φα ◦ φ−1
β : Uα ∩ Uβ ×Kn → Uα ∩ Uβ ×Kn,

donde
(x, v) 7→ (x, λα,β(x, v));

por la ley exponencial, obtenemos una función gα,β : Uα ∩ Uβ → GL(n,K).

Definición 3.34. Sea X un espacio. Consideremos la categoŕıa de abiertos
de X. Una pregavilla en X es un funtor contravariante de la categoŕıa de
abiertos de X en la categoŕıa de grupos abelianos.
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Ejemplo 3.35. Sea G un grupo abeliano. La pregavilla constante asocia a cada
abierto U ⊆ X el grupo G.

Ejemplo 3.36. Sea ξ = (E, p,X) un haz vectorial. Hay una pregavilla asociada
a ξ, a saber,

Γ (U) = {s : U → E : s es continua, p ◦ s = idU}.

Sea X un espacio y V una pregavilla de grupos abelianos. Definimos

Šq(NU ,G) = {φ : Šq(NU)→
⋃
U⊆X

G(U) :

φ(Uα0 , . . . , Uαq
) ⊆ G(Uα0 ∩ · · · ∩ Uαq

)}

En este caso, tenemos el operador

Šq(NU ;G) δq

−→ Šq+1(NU ;G),

ψ 7→
q+1∑
i=0

(−1)iψ(Uα0 , . . . , Ûαi , . . . , Uαq+1)|Uα0∩···∩Uαq+1
.

Esto define la cohomoloǵıa Ȟq(X;G) de forma completamente análoga.
Se tiene la pregavilla G(U) = C(U,GL(n,K)). Definimos la 1-cocadena

g ∈ Šq(NU ,G) como g(Uα∩Uβ) ∈ G(Uα∩Uβ), lo que sugiera que g(Uα, Uβ) =
gα,β .

Si la pregavilla no es de grupos abelianos, δq no es un homomorfismo.

3.2. Cohomoloǵıa no abeliana

Definimos Ȟ1(U ,G) = H1(Š∗(U);G). En el caso no abeliano, las 1-
cocadenas son Conj(Š1(U);G) y los 1-cociclos satisfacen

δ1(φ)(Uα, Uβ , Uγ) = φ(Uβ , Uγ)|Uα∩Uβ∩Uγ

− φ(Uα, Uγ)|Uα∩Uβ∩Uγ + φ(Uα, Uβ)|Uα∩Uβ∩Uγ = 0.

En el caso no abeliano pedimos simplemente que

φ(Uβ , Uγ)|Uα∩Uβ∩Uγ · φ(Uα, Uβ)|Uα∩Uβ∩Uγ = φ(Uα, Uγ)|Uα∩Uβ∩Uγ .

y que podemos escribir como

φα,β · φβ,γ = φα,γ .

Para examinar el caso de las 1-cofronteras, sean φ y ψ dos 1-cociclos. En
el caso abeliano, estos cociclos son cohomólogos si existe una 0-cocadena f
con f(Uα) ∈ G(Uα) tal que
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δ0(f)(Uα, Uβ) = f(Uβ)|Uα∩Uβ
− f(Uα)|Uα∩Uβ

= ψ(Vα, Vβ)− ψ(Vα, Vβ).

En el caso no abeliano, pedimos que exista una 0-cocadena tal que

ψ(Uα, Uβ) = f(Uα)−1 · φ(Uα, Uβ) · f(Uβ).

También se puede definir Ȟ0(U ;G). Sea f ∈ Š0(U,G). Entonces la 0-
cohomoloǵıa está dada por núc δ0, es decir, se satisface

δ0(f)(Uα, Uβ) = f(Uα)|Uα∩Uβ
− f(Uβ)|Uα∩Uβ

= 0.

Aśı, la 0-cohomoloǵıa no abeliana está formada por las 0-cocadenas tales
que

f(Uα)|Uα∩Uβ
= f(Uβ)|Uα∩Uβ

.

Sea ξ = (E, p,X) un haz vectorial de dimensión n con una cubierta tri-
vializadora {Uα}α∈I , gα,β ∈ Šq(U ;G). Sea Uα ∩ Uβ ∩ Uγ 6= ∅ y consideremos

φβ ◦ φ−1
γ : Uβ ∩ Uγ ×Kn → Uβ ∩ Uγ ×Kn : (x, v) 7→ (x, gβ,γ(x)(v)).

Componiendo

φα ◦ φ−1
β ◦ φβ ◦ φ

−1
γ (x, v) = φα ◦ φ−1

γ (x, v)

= (x, gα,γ(x)(v))

= φα ◦ φ−1
β (x, gβ,γ(x),

luego la cocadena asociada a ξ es un 1-cociclo.
Sea η = (E′, p′, X) otro haz vectorial de dimensión n con cubiertas sendas

trivializadoras {πα : p−1(Uα) → Uα × Kn} y {ψα : p−1(Uα) → Uα × Kn}.
Supongamos que tenemos un isomorfismo de haces. Consideremos

ψα ◦ F ◦ φ−1
α : Uα ×Kn → Uα ×Kn : (x, v) 7→ (x, ρ(x, v))

donde ρ : Uα×Kn → Kn. Por la ley exponencial, está asociada a esta función
otra fα : Uα → GL(n,K).

Esta colección de {fα} define una 0-cocadena f dada por f(Uα) ∈ G(Uα) =
C(Uα, GL(n,K)). Se puede demostrar que tenemos fα(x)−1gα,β(x)fβ(x) =
gα,β(x) donde ξ  g y η  g′.

Teorema 3.37. Sea VectnU (X) las clases de isomorfismo de haces vectoriales
(reales o complejos) sobre X con cubierta U . Entonces VectnU (X) ∼= Ȟ1(U ;G)
donde [ξ] [g] y g(Uα, Uβ) = gα,β.

La inversa de la biyección del teorema está dada por como sigue. Sea [g] ∈
Ȟ1(U ;G), le asociamos el haz donde E =

⋃
α∈I Uα×Kn/ ∼ (sin repeticiones),

donde
(x, v) ∼ (x, gα,β(x)(v)) (3.6)

y x ∈ Uα ∩ Uβ .
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Corolario 3.38. Sea Vectn(X) el conjunto de clases de isomorfismo de haces
vectoriales de dimensión n. Entonces hay una biyección

Vectn(X)↔ Ȟ1(X;G)

donde G(U) = C(U,GL(n,K)).

Escolio 3.39. Cuando G(U) = C(U,GL(1,K)), entonces

Vect1(X)↔ Ȟ1(X;G)

es un grupo abeliano.

Ejercicios

3.1. Demostrar que
⊕n

i=1 C(X; R) ∼= C(X; Rn).

3.2. Demostrar que las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. El módulo P es proyectivo.
2. Para cualquier sucesión exacta de R-módulos

0→ A
α−→ B

β−→ C → 0,

la sucesión inducida

0→ P@A P@α−−−→ P@B
P@β−−−→ P@C → 0

es exacta.
3. Si γ : A → P es un homomorfismo suprayectivo de R-módulos entonces

existe un homomorfismo δ : P → A tal que γ ◦ δ = idP .
4. Si 0→ A→ B → P → 0 es exacta entonces B ∼= A⊕ P .
5. El módulo P es sumando directo de un R-módulo libre.

3.3. Demostrar que la suma en el grupo de Grothendieck está bien definida.

3.4. El grupo G(S) tiene la siguiente propiedad universal. Sea G un grupo
abeliano f : S → G un homomorfismo de semigrupos. Entonces existe un
único homomorfismo de grupos f : G(S)→ G tal que

S
ι //

f
!!CC

CC
CC

CC
C G(S)

F

��
�
�
�

G

conmuta.
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3.5. Si R es un cuerpo, entonces K0(R) ∼= Z y γ es la función dimensión.

3.6. Demostrar que φ̂β ◦ φ̂−1
α son diferenciables.

3.7. Demostrar que la suma de secciones definida por (3.1) es continua.

3.8. Demostrar que la acción definida por (3.2) es continua.

3.9. Demostrar que si p : E → X es un haz vectorial, entonces p es abierta.

3.10. Demostrar que GL(n,K) es un grupo topológico con la topoloǵıa usual.

3.11. Sean V y W espacios vectoriales de dimensión finita y F : V → W
una función lineal. Tomando unas bases de V y W obtenemos isomorfismos
lineales de V ∼= Kn yW ∼= Km. Con estos isomorfismos les damos un producto
interno a V y otro a W . Con las bases le asociamos a F una matriz A = (ai,j).
Demostrar que ai,j = 〈F (vj), wi〉.

3.12. Una función bilineal f : V1 × V2 → W es una función bilineal entonces
f es continua.

3.13. Demostrar que ψ̃α definida por (3.3) es la inversa de ψα.

3.14. Demostrar que γ̃(α,β) es el inverso de γ(α,β).

3.15. Sean ξ1 = (E1, p1, X) y ξ2 = (E2, p2, X) haces vectoriales. Demostrar
que ξ1 ⊕ ξ2 ∼= ∆∗(ξ1 × ξ2) donde ∆ : X → X ×X es la diagonal.

3.16. Sea f : X → Y una función continua y η = (E, p, Y ) un haz vectorial
tal que

E′

))RRRRRRRRRRRRRRRRRR

p′

��
33

33
33

33
33

33
33

33
φ

""E
E

E
E

f∗(E)

p

��

f

// E

p

��

X
f

// Y

conmuta (donde E′ p′−→ X es un haz). Demostrar que existe un morfismo de

haces E′ φ−→ f∗(E). Además, si F es monomomorfismo o epimorfismo entonces
φ es un monomorfismo o epimorfismo, respectivamente. En particular, si F
es un mapeo de haces, entonces φ es un isomorfismo, y por un teorema φ es
isomorfismo de haces.

3.17. Demostrar que 0 es un valor regular de la función G definida según (3.4),
y por lo tanto Vn(Rm) es una variedad diferenciable de dimensión nm− n(n−1)

2 .
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3.18. Sea ξ = (E, p,X) un haz vectorial de dimensión n. Entonces existe una
función de Gauss g : E → Kn si, y sólo si, existe un monomorfismo de haces
f : E → X ×Km.

3.19. Demostrar que las gi definidas por (3.5) son continuas.

3.20. Demostrar lo siguiente.

1. La retrotracción de un haz trivial es trivial.
2. Dados ξ y η haces vectoriales sobre Y y f : X → Y es una función

continua, entonces f∗(ξ ⊕ η) = f∗(ξ)⊕ f∗(η).

3.21. Se satisface Γ (ξ ⊕ η) ∼= Γ (ξ) ⊕ Γ (η) como C(X,K)-módulos y que
Γ (εn) ∼= C(X,K)n.

3.22. Demostrar que ∼ definida por (3.6) es de equivalencia.



A

Soluciones

1.1. Si [f ] ∈ π1(X,x0), y y ∈ p−1(x0), definimos a y[f ] como f̃(1), donde f̃ es
el único levantamiento de f tal que f̃(0) = y. Por el teorema de levantamiento
de homotoṕıa, esta definición no depende del representante f elegido en [f ].

Puesto que c̃tex0 es el camino constante en y, tenemos que y[ctex0 ] = y1 =
y. Supongamos ahora que [g] ∈ π1(X,x0). Sea f̃ el levantamiento de f tal
que f̃(0) = y y g̃ el levantamiento de g tal que g̃(0) = f̃(1). Entonces f̃ ∗ g̃
es el levantamiento de f ∗ g que comienza en y y termina en g̃(1), pues el
levantamiento es único. Se sigue que

y([f ][g]) = y[f ∗ g] = f̃ ∗ g(1) = g̃(1) = (f̃(1))[g] = (y[f ])[g].

Esto comprueba que π1(X,x0) actúa sobre p−1(x0). Afirmamos que el
estabilizador de y ∈ p−1(x0) es p#(π1(Y, y)). En efecto, sea f un lazo basado
en x0 y f̃ su levantamiento tal que f̃(0) = y. Si [f ] pertenece al estabilizador de
y, entonces y[f ] = y = f̃(1), luego [f̃ ] ∈ π1(Y, y) y aśı [f ] = [p◦f̃ ] ∈ p∗π1(Y, y).
Rećıprocamente, si tomamos a [f ] = [p◦ g̃] para algún [g̃] ∈ π1(Y, y), entonces
f̃ = g̃, pues ambos son levantamientos de f y tienen el mismo punto inicial.
Luego f̃(1) = g̃(1) = y, y de aqúı que y[f ] = f̃(1) = y.

1.2. Si [f̃ ] ∈ πn(Y ) = [Sn, Y ], entonces p#[f̃ ] = [pf̃ ]. Para ver que p# es
suprayectiva, sea [f ] ∈ πn(X). Como Sq es simplemente conexa para q ≥ 2,
por el criterio de levantamiento existe un mapeo basado f̃ : Sq → Y tal que
p ◦ f̃ = f , luego p#[f̃ ] = [f ].

Para ver que p# es inyectiva, supóngase que [p ◦ f̃0] = [p ◦ f̃1], donde
f̃0, f̃1 : Sq → Y son mapeos basados. Entonces F : p ◦ f̃0 ' p ◦ f̃1. Por el
teorema de la homotoṕıa cubriente, se sigue que existe F̃ : f̃0 ' f̃1. Esto
quiere decir que [f̃0] = [f̃1].

1.3. Sea la identificación p : I → I/∂I. Tomemos f : (I/∂I, ∗) → (Z, z0),
y definamos p#(f) = f ◦ p : (I, ∂I) → (Z, z0). Como p es una identificación,
p#(f) es continua. Además

(f ◦ p)(0) = f(p(0)) = f [0] = z0 = f [1] = f(p(1)) = (f ◦ p)(1)
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lo que significa que p#(f)(∂I) = z0. Que p# es inyectiva es consecuencia de
la suprayectividad de p pues

p#(f) = p#(g)⇒ f ◦ p = g ◦ p⇒ f = g.

Para ver la suprayectividad, hagamos f [x] = f(p−1[x]), para f : (I, ∂I)→
(Z, z0) donde [x] ∈ I/∂I. Entonces

p#(f)(x) = (f ◦ p)(x) = f(p(x)) = f(p−1[x]) = f(x)

pues [0] = {0, 1} y f(0) = z0 = f(1).

1.4. Sea Z localmente compacto y Hausdorff. Sea (f0, z0) ∈ C(Z,X)×Z y U
una vecindad abierta de f0(x0) en X. Como f0 es continua y Z es localmente
compacto y Hausdorff, existe una vecindad compacta A 3 x0 tal que f0(A) ⊆
U . Tenemos que f0 ∈ U ′, donde U ′ es la vecindad de f0 en la topoloǵıa
compacto-abierta dada por U ′ = C(A,U). Entonces U ′ × A es una vecindad
de (f0, x0) y, por construcción, ev(U ′ × A) ⊆ U , lo que prueba que ev es
continua.

1.5. Para el caso del primer diagrama, sea h ∈ C(SX,Z). Tenemos

Ωg∗ ◦ (φ ◦ p#)(h) = Ωg∗(φ(h ◦ p)) = Ωg∗((h ◦ p)(s))
= g ◦ ((h ◦ p)(s)) = (g ◦ (h ◦ p))(s)
= φ(g ◦ (h ◦ p)) = φ((g ◦ h) ◦ p)
= (φ ◦ p#)(g ◦ h) = (φ ◦ p#) ◦ g∗(h).

Para el segundo,

f∗ ◦ (φ ◦ p#)(h) = f∗(φ(h ◦ p)) = f∗(h ◦ p(s))
= (h ◦ p)(s) ◦ f = (h ◦ p ◦ f × id)(s)
∗= (h ◦ Sf ◦ p)(s) = φ(h ◦ Sf ◦ p)
= (φ ◦ p#)(h ◦ Sf) = (φ ◦ p#)(Sf∗(h))

= (φ ◦ p#) ◦ Sf∗(h)

donde (∗) es consecuencia de las igualdades establecidas por el cuadrado con-
mutativo que define a Sf .

1.6. Por un lado,

SX = X × I/(X × {0} ∪X × {1} ∪ {x0} × I),

(con la identificación p) y por otro

X ∧ S1 = X × S1/({x0} × S1 ∪X × {1}).
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(con la identificación p′). Sea h : X × I → X × S1 = idX × exp(2πit), que es
de hecho un producto de una identidad por una identificación. Sabemos que
es continua, aśı que

p ◦ h : SX → X ∧ S1

es continua. Sólo hay que ver que su domino y su contradominio son quienes
afirmamos, y tendremos la mitad del homeomorfismo. Como

[h(x, 1)]p = [x, exp(2πi1)]p = [x, 1]p = [x, exp(0)]p = [h(x, 0)]p,

es claro que h pasa al cociente SX (sin indentificar el punto base) y

[h[x, 1]p]p′ = [x, 1]p′ = [x0, exp(2πit)]p′ = [h[x0, t]p]p′

por lo que p◦h pasa al cociente SX (ahora śı, con el punto base identificado).
Por otro lado, definiendo g : X ∧ S1 → SX a través de

g[x, exp(2πit)]p′ = [x, t]p,

es continua por que exp pasa al cociente, al estar en SX identificados (x, 0) y
(x, 1) para todo X, y también porque

g[x, 1]p′ = [x, 0]p = [x, 1]p = [x0, t]p = g[x0, exp(2πit)]p′ .

Finalmente

g ◦ p ◦ h[x, t]p = f [x, exp(2πit)]p′ = [x, t]p,

pues los únicos puntos donde h no es inyectiva, están colapsados por p ◦ h a
un punto, y la imagen de este punto es precisamente donde está colapsado el
dominio de g. Del mismo modo

p ◦ h ◦ g[x, exp(2πit)]p′ = p ◦ h[x, t]p = [x, exp(2πit)]p,

queda justificada.

1.7. Para n = 2, por definición y la adjunción de S y Ω,

Ω2(X,x0) = C((S1, 1), Ω(X,x0))

= C((SS1, ∗), (X,x0))

= C((S2, ∗), (X,x0))

= C((S2, ∗), Ω0(X,x0))

Supongamos que es aśı para n, esto es

Ωn(X,x0) = C((Sn, ∗), (X,x0)) = C((S2, ∗), Ωn−2(X,x0));

para n+ 1, por ser S y Ω adjuntos,



94 A Soluciones

Ωn+1(X,x0) = Ω(Ωn(X,x0))

= C((S1, 1), Ωn(X,x0))

= C((S1, 1), Ω(Ωn−1(X,x0)))

= C((SS1, ∗), Ωn−1(X,x0))

= C((S2, ∗), Ωn−1(X,x0)),
= C((Sn, ∗), (X,x0))

donde la última igualdad es la hipótesis de inducción. Esto significa que la
igualdad del ejercicio es cierta para n ≥ 2. El caso n = 1 es precisamente la
definición.

1.8. Tenemos las biyecciones

[(X,x0), (F (Sn; Z), Θ)] h∗−→ [(X,x0), (ΩF (Sn+1; Z), ∗)]

y

[(X,x0), (ΩF (Sn+1; Z), ∗)] φ−1

−−→ [(SX, ∗), (F (Sn+1; Z), ∗)].

Si tomamos [u] ∈ [(X,x0), (F (Sn; Z), Θ)], llegamos primero a [h◦u], donde
h ◦ u : (X,x0)→ (ΩF (Sn+1; Z), ∗). Finalmente,

σ([u]) = [φ−1(h ◦ u)[?, ??]] = [(h ◦ u)(?)(??)].

1.9. El isomorfismo σ del es basado. En efecto,

[(h ◦ u)(x0)(?)] = [ωz0(?)] = [ctez0 ].

Que el cuadrado conmuta es consecuencia de

(Sf)∗ ◦ σX([u]) = (Sf)∗([(h ◦ u)(?)(??)])
= [(h ◦ u)(f?)(??)]
= σ([u ◦ f ])
= σY ◦ f∗[u].

1.10. Se satisface
H̃([x0, s], t) = g[x0, t] = z0

y
H̃([f(x0)], t) = g[f(x0)] = z0

pues [x0, t] ∼ [f(x0)]. Como r ◦ ι = idY , resta demostrar que la homotoṕıa
H : i ◦ r ' idCil(f) es basada. En efecto,

H([x0, s], t) = [x0, s] = ∗ = [f(x0)] = H([f(x0), t).

1.11. Sólo resta demostrar que f ◦j = idX/A y j ◦f = idX∪CA/CA. En efecto,



A Soluciones 95

f ◦ j([x]A) = f([x]CA) = [x]A

y f ◦ j([a]A) = f([a, 1]CA) = p(a) = [a]A. Además

j ◦ f([x]CA) = j(f [x]CA) = [j(x)]CA = [x]CA

y, para u ∈ CA

j ◦ f([u]CA) = j([a]A) = [[a]A]CA = [[a, 1]A]CA = [u]CA.

1.12. Vemos que para todo b ∈ B, H([b], t) = [H(b, t)], pero H(b, t) ∈ B para
todo B, luego H([b], t) = ∗ para todo t. Esto quiere decir que la homotoṕıa
H es de parejas.

1.13. Sean las inclusiones iα : (Xα, xα) ↪→ (
∨
Xα, ∗), Dado

[f ] ∈ [(
∨
Xα, ∗), (Y, y0)],

definimos fα = f ◦ iα, y con ello queda establecida la función G : [f ] 7→ ([fα]).
Ahora, dado ([fα]) ∈

∏
α[(Xα, xα), (Y, y0)], por la propiedad universal del

producto, existe f : (
∨
Xα, ∗) → (Y, y0) tal que fα = f ◦ iα. De este modo,

tenemos la función rećıproca G−1 : ([fα]) 7→ [f ].
Estas dos funciones son inversas pues su composición define ([fα]) 7→ ([fα])

que tiene la propiedad iα = G−1 ◦G ◦ iα. Esto implica que G−1 ◦G = id.

1.14. En primer lugar

AC(idC0) = (GidC0)(a) = idGC0(a) = a,

y en segundo

AC(φ) = (Gφ)(TC0(idC0)) = (TC ◦ φ@C0)(idC0) = TC(φ@C0(idC0)) = TC(φ).

1.15. Tomando la transformación rećıproca T−1, ρ′ queda definido como
aquél que satisface

εC′0(ρ
′) = T−1

C′0
◦ ε′C′0(id) = T−1

C′0
(u′0)

y por las mismas razones que para T hace conmutar el diagrama adecuado.
Entonces @ρ′ ◦@ρ hace conmutar el diagrama

C0@C0

εC0

��

@ρ′◦@ρ
// C0@C0

εC0

��

GC0

T−1
C0

◦TC0
// GC0

pero lo mismo hace @id = idC0@C0 . Dada la unicidad de ρ, se sigue que
@ρ′ ◦@ρ = idC0@C0 . De modo completamente análogo, @ρ ◦@ρ′ = idC′0@C′0 .
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1.18. Sean [s1, t1], [s2, t2] ∈ SX. Entonces σ : I → SX dada por

σ(λ) =

{
[s1, 2(λ+ ( 1

2 − λ)t1)], 0 ≤ λ ≤ 1/2,
[s2, 2((λ− 1

2 )t2 + 1− λ)], 1/2 ≤ λ ≤ 1,

es continua, pues σ( 1
2 ) = [s1, 1] = [s2, 1].

2.3. Sea φ ∈ Sn(K;G). Entonces

δn ◦ δn+1(φ) = δn

(
n+2∑
i=0

(−1)idi∗(φ)

)

=
n+2∑
i=0

(−1)iδn(φ ◦ di)

pero

δn(φ ◦ di) =
∑
j<i

(−1)i+jφ(v0 < · · · v̂j < · · · < v̂i < · · · < vn)

−
∑
j>i

(−1)i+jφ(v0 < · · · v̂i < · · · < v̂j < · · · < vn),

e intercambiando ı́ndices en el segundo sumando se tiene que δn(φ ◦ di) = 0.
Luego δn ◦ δn+1 = 0.

2.6. Sea φ ∈ Sn(L;G). Entonces

f# ◦ δ(φ) = f# ◦
∑

(−1)iφ ◦ di

=
∑

(−1)iφ ◦ di ◦ Š(f)

=
∑

(−1)iφ ◦ Š(f) ◦ di

= δ(φ ◦ Š(f))

= δ(f#(φ)) = δ ◦ f#(φ).
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