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1. Âñòóï

Ïó÷êè ëàíöþãiâ âiäãðàþòü çíà÷íó ðîëü ó áàãàòüîõ çàäà÷àõ
ñó÷àñíî¨ òåîði¨ çîáðàæåíü òà ñóìiæíèõ ðîçäiëàõ ìàòåìàòèêè.
Ìàáóòü, óïåðøå ïðèêëàä çàäà÷i öüîãî òèïó áóëî ðîçãëÿíóòî
Íàçàðîâîþ òà Ðîéòåðîì [13] ó çâ'ÿçêó ç îïèñîì ìîäóëiâ
íàä ¾äiàäîþ ëîêàëüíèõ äåäåêiíäîâèõ êiëåöü¿, àáî, ùî ðiâíîñèëüíî,
íàä ëîêàëüíèì êiëüöåì ïðîñòî¨ ïîäâiéíî¨ òî÷êè. Ïiçíiøå,
â 1973, âîíè ðîçãëÿíóëè áiëüø çàãàëüíèé âèïàäîê, òàê
çâàíó çàäà÷ó Ãåëüôàíäà [14], ÿêà âèíèêëà â òåîði¨ çîáðàæåíü
Õàðèø-×àíäðè ãðóï Ëi. Ðiâíîñèëüíèé êëàñ çàäà÷ áóâ äîñëiäæåíèé
Êðîóëi-Áîâi â òåðìiíàõ ¾çîáðàæåííÿ êëàíiâ¿ [7].

Âòiì, ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i â [13] áóëî íå çîâñiì çðó÷íèì
äëÿ äåÿêèõ çàñòîñóâàíü, à ó ôîðìóëþâàííi îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó
áóëè äåÿêi ïîõèáêè. Òîìó â 1993 Áîíäàðåíêî ïåðåôîðìóëþâàâ
öþ çàäà÷ó â äåùî áiëüø çàãàëüíîìó âèãëÿäi, ÿêèé âií
íàçâàâ ¾ïó÷êè íàïiâëàíöþãiâ¿, i äàâ áiëüø çðó÷íèé i ïîñëiäîâíèé
îïèñ íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü òàêîãî ïó÷êà [5]. Iíøi àâòîðè
äëÿ òi¹¨ ñàìî¨ çàäà÷i êîðèñòóâàëèñÿ ïðîñòiøèì òåðìiíîì
¾ïó÷êè ëàíöþãiâ¿, i ìè íàñëiäó¹ìî ¨õíüîìó ïðèêëàäó.

Íà òîé ÷àñ âæå ç'ÿñóâàëîñÿ, ùî ïó÷êè ëàíöþãiâ âèíèêàþòü
ó ðiçíîìàíiòíèõ çàäà÷àõ òåîði¨ çîáðàæåíü òà é iíøèõ ðîçäiëiâ
ìàòåìàòèêè. Âîíè áóëè, íàïðèêëàä, âèêîðèñòàíi ïðè äîñëiäæåííi
íàñòóïíèõ ïèòàíü:

• Áóäîâà ñêií÷åííèõ ìîäóëiâ íàä ÷èñòî íåòåðîâèìè
êiëüöÿìè (øèðîêèì óçàãàëüíåííÿì ëîêàëüíîãî êiëüöÿ
ïðîñòî¨ ïîäâiéíî¨ òî÷êè) [10].

• Ìîäóëi Êîåíà�Ìàêîëåÿ íàä îñîáëèâîñòÿìè àëãåáðè÷íèõ
êðèâèõ [11].

• Âåêòîðíi ðîçøàðóâàííÿ íàä ïðîåêòèâíèìè êðèâèìè
[12].

• Ñòàáiëüíi ãîìîòîïi÷íi òèïè ïîëiåäðiâ, ÿêi ìàþòü
äâi íåíóëüîâi ãðóïè ãîìîëîãié àáî ãîìîòîïié [3, 4].

• Ïîõiäíi êàòåãîði¨ êîãåðåíòíèõ ïó÷êiâ íà ïðîåêòèâíèõ
êðèâèõ [6].

Çâè÷àéíî, öåé ïåðåëiê íå ïðåòåíäó¹ íà ïîâíîòó, àëå âæå
ç íüîãî âèäíî âàæëèâiñòü öüîãî êëàñó ìàòðè÷íèõ çàäà÷.
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Àëå ìîæëèâiñòü ïîäàëüøèõ éîãî çàñòîñóâàíü áóëà îáìåæåíà
òèì, ùî â íüîìó íå ïåðåäáà÷åíî ðîçãëÿäó ðîçøèðåíü îñíîâíîãî
ïîëÿ. Òîìó, ÿê ïðàâèëî, éîãî ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ëèøå
äëÿ âèïàäêó, êîëè öå ïîëê ¹ àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì. Îñêiëüêè
ðîçãëÿä íåçàìêíåíèõ ïîëiâ (íàïðèêëàä, ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë)
¹ âàæëèâèì ó áàãàòüîõ ïèòàííÿõ, íàçðiëà íåîáõiäíiñòü
óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ ïó÷êà ëàíöþãiâ. Çâè÷àéíî, ïðè òàêîìó
óçàãàëüíåííi òðåáà çáåðåãòè íàéâàæëèâiøó îñîáëèâiñòü
öüîãî êëàñó ìàòðè÷íèõ çàäà÷ � òàê çâàíó éîãî ¾ñàìîâiäíîâëþâàíiñòü¿.
Öå îçíà÷à¹, ùî â êîæíié çàäà÷i ç äàíîãî êëàñó ìîæíà
âèäiëèòè ïîðiâíÿíî íåâåëèêèé ¾åëåìåíòàðíèé ôðàãìåíò¿,
ìàòðèöi ç ÿêîãî ìîæíà çâåñòè äî äåÿêî¨ êàíîíi÷íî¨ ôîðìè,
ÿêà çàëåæèòü âiä êiëüêîõ äèñêðåòíèõ i ìàêñèìóì îäíîãî
íåïåðåðâíîãî ïàðàìåòðó, ïiñëÿ ÷îãî äëÿ òèõ ìàòðèöü, ÿêi
çàëèøèëèñü, âèíèêà¹ íîâà çàäà÷à ç òîãî ñàìîãî êëàñó. Öå
äà¹ ìîæëèâiñòü áóäóâàòè âiäïîâiäü ðåêóðñèâíî, ïîñòóïîâî
çìåíøóþ÷è ðîçìið ìàòðèöü. Ñàìå â òàêèé ñïîñiá áóëî
äàíî êëàñèôiêàöiþ çîáðàæåíü â ðîáîòàõ [13, 14, 5].

Ìîÿ ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ñàìå òàêîìó óçàãàëüíåííþ. Ó
ðîçäiëi 2 äà¹òüñÿ ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i ïðî óçàãàëüíåíi
ïó÷êè ëàíöþãiâ; ó ðîçäiëi 3 ðîçãëÿíóòî ¾åëåìåíòàðíi¿
ôðàãìåíòè òàêèõ çàäà÷; ó ðîçäiëi 4 ïåðåâiðåíî, ùî ïiñëÿ
çâåäåííÿ äî êàíîíi÷íî¨ ôîðìè öèõ åëåìåíòàðíèõ ôðàãìåíòiâ
âèíèêà¹ çíîâ çàäà÷à ïðî äåÿêèé (âçàãàëi êàæó÷è, íîâèé)
ïó÷îê ëàíöþãiâ. Íà öié îñíîâi ó ðîçäiëi 5 äà¹òüñÿ ñïîñiá
ïîáóäîâè êàíîíi÷íî¨ ôîðìè âñiõ íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü.
Íàðåøòi, ó ðîçäiëi 6 ðîçãëÿíóòî îäíå çàñòîñóâàííÿ: êëàñèôiêàöiÿ
ìîäóëiâ íàä íåðîçùåïëþâàíîþ îñîáëèâiñòþ òèïó A1.

2. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i

Îçíà÷åííÿ 1. Ïó÷îê ëàíöþãiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç

(1) äâîõ ìíîæèí E òà F (X := E ∪ F);
(2) óïîðÿäêóâàííÿ íà E òà íà F ;
(3) ñèìåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ∼ íàX (íå åêâiâàëåíòíîñòi);
(4) âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòîñòi − íà X;
(5) ∀x(x ∼ x) çàäà¹òüñÿ 2-âèìiðíà íàïiâïðîñòà àëãåáðà

Fx ⊃ K.
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Ïðè x 6∼ x ìè çàäà¹ìî Fx = K. Ìè ïîçíà÷à¹ìî òàêîæ
Ex = { y ∈ E | x− y } i Ex = { y ∈ F | x− y }.

Öi äàíi ìàþòü çàäîâîëüíÿòè íàñòóïíèì óìîâàì:

(1) ∀x, Ex(Fx) - ëàãöþã âiäïîâiäíî äî <.
(2) ∀x#{y|y ∼ x} ≤ 1.
(3) x− y, x− y′, x′ − y & x′ < x, y < y′ ⇒ x′ − y′.

Ïðîñòiéøå óÿâèòè ñîái ÿêi âèïàäêè ÍÅ äîçâîëÿþòüñÿ,
à ñàìå:

−→

↑
(

0 ∗
∗ ∗

)
Çàóâàæåííÿ 2. Äëÿ áiëüøîñòi çàñòîñóâàíü äîñòàòíüî

�ïðîñòîãî� âèïàäêó, à ñàìå:

E =
⊔
i

Ei, F =
⊔
j

Fj

Ei,Fi - ëàíöþãè

x ∈ Ei, y ∈ Fj, x− y ⇒ i = j

Ó öüîìó âèïàäêó óìîâà (3) çàäàâîëüíÿ¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî.

Îçíà÷åííÿ 3. (1) Çîáðàæåííÿ ïó÷êà ëàíöþãiâ âèçíà÷à¹òüñÿ
íàñòóïíèì ÷èíîì:
• êîæíîìó x ∈ X ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíñòü íàòóðàëüíå
÷èñëî nx, òàêå ùî x ∼ y ⇒ nx = ny;

• êîæíié ïàði x − y(x ∈ E , y ∈ F) ñòàâèòüñÿ ó
âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöÿ Axy ðîçìiðó nx × ny ç
åëåìåíòàìè ç Fx ⊗ Fy.

(2) Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ âèçíà÷àþòüñÿ òàê:
(a) åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ íàä Fx â öiëîìó ðÿäêó

(àáî ñòîâï÷èêó), ùî âiäïîâiäà¹ x (òîáòî ó âñüîìó
Axy îäíî÷àñíî)
Äîäàòêîâî ÿêùî x ∼ x′(x′ 6= x), ïåðåòâîðåííÿ â
ðÿäêó x òàêi ñàìi ÿê i â ðÿäêó x′.
(çâè÷àéíî, ÿêùî x ðÿäîê, à x′ ñòîâïè÷èê, �òàêi
ñàìi� îçíà÷à¹ �êîíòðàãðåäi¹íòíi�)
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(b) ÿêùî x < x′, òî äîçâîëÿ¹òüñÿ äîäàâàòè äî ðÿäêiâ
(ñòîâï÷èêiâ) âiäïîâiäíèõ äî x′ òi, ùî âiäïîâiäàþòü
x, �äîìíîæåíi� íà åëåìåíòè HomK(Fx, Fx′)

(3) Ìè íàçèâà¹ìî äâà çîáðàæåííÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî
¨õ ìîæíà îäåðæàòè îäíå ç äðóãîãî ïîñëiäîâíiñòþ
åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü.

Ïðèêëàä 4. ßêùî Fx =< α, β > òîäi ðÿäîê a = αa1+
βa2 (a1 òà a2 - ðÿäêè ç åëåìåíòàìè ç K) i äîçâîëÿ¹òüñÿ
äîäàâàòè îêðåìî a1, îêðåìî a2 (ó âèïàäêó Fx′ - îêðåìî äî
a1 òà äî a2).

3. Àòîìíi çàäà÷i (îäèí x òà îäèí y):

Çàäà÷ó ïðî ïó÷îê ëàíöþãiâ áóäåìî çâàòè ¾àòîìíîþ¿,
ÿêùî #(E) = #(F) = 1. Ó çàëåæíîñòi âiä íàÿâíîñòi ÷è
âiäñóòíîñòi âiäíîøåíü ∼ òà ðîçøèðåíü îñíîâíîãî ïîëÿ
âèíèêà¹ êiëüêà ìîæëèâîñòåé.

3.1. Ñïèñîê àòîìíèõ çàäà÷.

(1) x 6∼ x, y 6∼ y, x 6∼ y, E = F = K .
Òîäi ìè ìà¹ìî îäíó ìàòðèöþ ç åëåìåíòàìè ç K :

y

x

Âñi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ äîçâîëÿþòüñÿ.
(2) x 6∼ x, y 6∼ y, x ∼ y, E = F = K .

Çíîâó ìà¹ìî òiëüêè îäíó ìàòðèöþ íàä K :

y

x
,

Íà öåé ðàç äîçâîëÿþòüñÿ ëèøå îá`¹äíàííÿ.
(3) (a) x 6∼ x, y ∼ y, E = F = K .

Òóò ìè ìà¹ìî âæå äâi ìàòðèöi ç åëåìåíòàìè ç
K :

y y∗

x

Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ ìàþòü ïðîâîäèòèñü
îäíî÷àñíî â îáîõ ìàòðèöÿõ.
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(b) x ∼ x, y 6∼ y, E = F = K .
Öÿ çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ïîïåðåäíüî¨.

(4) x ∼ x, y ∼ y, E = F = K .
Îòðèìó¹ìî ÷îòèðè ìàòðèöi ç åëåìåíòàìè ç K :

y y∗

x

x∗
.

Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ äîçâîëÿþòüñÿ ëèøå âñåðåäèíi
ðÿäêà àáî ñòîâï÷èêà.

(5) (a) x ∼ x , y 6∼ y , E = K , (F : K) = 2 (so x is
fat).
Îòðèìó¹ìî ìàòðèöþ ç åëåìåíòàìè ç F :

F

K F
.

Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ äîçâîëÿþòüñÿ
ëèøå íàä K , ñòîâï÷èêiâ - ëèøå íàä F .

(b) x 6∼ x , y ∼ y , F = K , (E : K) = 2 .
Öÿ çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ïîïåðåäíüî¨.

(6) (a) x ∼ x, y ∼ y, E = K, (F : K) = 2 .
Òóò ìè îòðèìó¹ìî äâi ìàòðèöi ç åëåìåíòàìè ç
F :

F F

K F F
.

Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ ñïiëüíi i ïðîâîäÿòüñÿ
âèêëþ÷íî íàä K .

(b) x ∼ x, y ∼ y, (E : K) = 2, F = K .
Öÿ çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ïîïåðåäíüî¨

(7) x ∼ x, y ∼ y, (E : K) = (F : K) = 2 .
Îòðèìó¹ìî ìàòðèöþ ç åëåìåíòàìè ç E⊗K . Åëåìåíòàðíi
ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ(ñòîâï÷èêiâ) äîçâîëÿþòüñÿ ëèøå
íàä E (âiäïîâiäíî íàä F ).

Âèïàäêè 1�4 áóëè ðîçãëÿíóòi Áîíäàðåíêîì (äèâ. [5]).
Àòîìíi çàäà÷i ¹ âëàñíå ÷àñòêîâèì âèïàäêîì çîáðàæåíü

íîðìîâàíèõ ãðàôiâ, ðîçãëÿíóòèõ Äëàáîì òà Ðiíãåëåì (äèâ.
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[8]), òîæ ÿ âèêîðèñòîâóþ ¨õ ðåçóëüòàòè. Çîêðåìà, ÿ âèêîðèñòîâóþ
êâàäðàòè÷íi ôîðìè, âiäïîâiäíi äî àòîìíèõ çàäà÷.

3.2. Êâàäðàòè÷íi ôîðìè âiäïîâiäíi äî àòîìíèõ
çàäà÷.

(1) x2 + y2 − xy
(2) x2 − x2 = 0
(3) (a) x2 + y2 + y2

1 − x(y1 + y2) ( y1 âiäïîâiäà¹ íîâîìó
åëåìåíòó y∗ )

(b) x2 + x2
1 + y2 − (x + x1)y

(4) x2 + x2
1 + y2 + y2

1 − (x + x1)(y + y1)
(5) (a) x2 + 2y2 − 2xy

(b) 2x2 + y2 − 2xy
(6) (a) x2 + 2y2 + 2y2

1 − 2x(y + y1)
(b) 2x2 + 2x2

1 + y2 − 2(x + x1)y
(7) 2x2 + 2y2 − 4xy

Îçíà÷åííÿ 5. Êîðåíi êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìèQ(x) âèçíà÷àþòüñÿ
íàñòóïíèì ÷èíîì:

• �ðåàëüíi� êîðåíi � öå êîðåíi ðiâíÿííÿ Q(x) = 1
àáî, ó âèïàäêó ç ðîçøèðåííÿì, Q(x) = 2.

• �óÿâíi� êîðåíi � öå êîðåíi ðiâíÿííÿ Q(x) = 0.

3.3. Çîáðàæåííÿ àòîìíèõ çàäà÷. Äëÿ çîáðàæåíü
àòîìíèõ çàäà÷ ÿ âèêîðèñòàþ ðåçóëüòàòè Äëàáà òà Ðiíãåëÿ
(äèâ. [8]). Ç öèõ ðåçóëüòàòiâ âèïëèâà¹:

(1) íåðîçêëàäíi çîáðàæåííÿ iñíóþòü òiëüêè â òèõ ðîçìiðíîñòÿõ,
ÿêi ¹ êîðåíÿìè âiäïîâiäíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì

(2) ðåàëüíèé êîðåíü ìà¹ òiëüêè îäíå íåðîçêëàäíå çîáðàæåííÿ
i öå ¹ çîáðàæåííÿì ¾çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ¿ (òîáòî
íà êîæíîìó êðîöi çâåäåííÿ ÷àñòèíà ìàòðèöi, ÿêó
ìè ñïðîùó¹ìî, ìà¹ ìàêñèìàëüíèé ðàíã; òî÷íå îçíà÷åííÿ:
îðáiòà íåðîçêëàäíîãî çîáðàæåííÿ ¹ âiäêðèòîþ ó
ïðîñòîði âñiõ çîáðàæåíü äàíî¨ ðîçìiðíîñòi).

Íàâåäåìî ñïèñêè íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü. Êîæíîìó
ç íèõ ìè ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü äåÿêå ñëîâî (¾ëàíöþã¿).
Ðîëü öèõ ñëiâ áóäå âèäíî ó ðîçäiëàõ 4 i 5.

Ñïèñîê íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü:
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(1) Êîðiíü (1, 1) :

1 , w = e− f

(2) Óÿâíèé êîðiíü (n) (ðåàëüíèõ êîðåíiâ íåìà¹):

Φπ (Ìàòðèöÿ Ôðîáåíióñà, ùî âiäïîâiäà¹ π(t) ),

w = e− f, π(t)
òà

J0 =


0 1 0 . . . 0
... 0 1 . . .

...
...

... . . . . . . ...
...

...
... . . . 1

0 . . . . . . . . . 0


w = e ∼ f − e ∼ f − · · · − e ∼ f .

(3) • Êîðiíü (1, 1, 1) :

1 1

w = e− f ∼ f
• Êîðiíü (1, 1, 0) :

1

(äðóãà ìàòðèöÿ ïîðîæíÿ) w = e− f
• Êîðiíü (1, 0, 1) :

1

(ïåðøà ìàòðèöÿ ïîðîæíÿ) w = e− f
(4) • Êîðiíü (n, n, n, n + 1)

1 0 . . . 0 0 1 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 0 1 . . . 0
...

... . . . ...
...

...
... . . . ...

0 0 . . . 1 0 0 0 . . . 1
1 0 . . . 0 1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0 1 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 1 0 0 . . . 1 0


w = f − e ∼ e− f ∼ f − · · · − f ∼ f

8



• Êîðiíü (n, n, n, n− 1)

1 0 . . . 0 0 1 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 0 1 . . . 0
...

... . . . ...
...

...
... . . . ...

0 0 . . . 1 0 0 0 . . . 1
0 0 . . . 0 1 0 0 . . . 0
1 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 1 0 . . . 0
...

... . . . 0 0 0 1 . . . 0
...

... . . . . . . ...
...

... . . . ...
0 0 . . . 0 1 0 0 . . . 1


w = e− f ∼ f − e ∼ e− · · · − f ∼ f

• Êîðiíü (n, n + 1, n, n + 1)

1 0 . . . 0 1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0 1 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 1 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 1 0 0 . . . 0
1 0 . . . 0 0 1 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 0 1 . . . 0
...

... . . . ...
...

...
... . . . ...

0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 1


w = e− f ∼ f − e ∼ e− · · · − f

• Óÿâíèé êîðiíü (n, n, n, n))[
I I
I Φπ

]
w = e− f , π(t)
òà [

I I
I J0

]
(ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâîê âåðòèêàëüíèõ òà
ãîðèçîíòàëüíèõ ëiíié)
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w = e ∼ e− f ∼ f − · · · − f ∼ f
(5) • Êîðiíü (1, 1) :

(1) w = e− f
• Êîðiíü (1, 2) :

(1 α) where E =< 1, α > w = e− f ∼ f
(6) • Êîðiíü (2n + 1, n + 1, n)



1 0 . . . . . . 0 1 0 . . . 0

0 1 . . . . . .
... α 0 . . .

...
... α . . . . . .

...
... 1 . . .

...
...

... 1
...

...
... α

...
...

...
... α

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
... 1

...
...

... α
0 . . . . . . . . . α 0 . . . . . . 0



w = e− f ∼ f − e ∼ e− ...− f
• Êîðiíü (2n + 1, n, n)



1 0 . . . 0 0 0 . . . 0

α 0 . . .
... 1 0 . . .

...

0 1 . . .
... α 0 . . .

...
... α

...
...

... 1 . . .
...

...
... . . . ...

... α
...

...
...

...
... 1

...
... . . . ...

...
...

... α
...

...
... 1

0 . . . . . . 0 0 . . . . . . α



w = e ∼ e− f ∼ f − e ∼ e− ...− e
• Êîðiíü (2n− 1, n, n)
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

1 0 . . . 0 1 0 . . . 0

0 1 . . .
... α 0 . . .

...
... α

...
... 0 1

...
...

...
... . . . ...

... α
...

...
...

...
... 1

...
... . . . ...

0 . . . . . . α 0 . . . . . . 1


w = e− f ∼ f − e ∼ e− ...− f ∼ f

• Êîðiíü (2n + 2, n + 1, n))



1 0 . . . 0 0 . . . 0

α 0 . . .
... 1 . . .

...
... . . . ...

... α . . .
...

...
... 1

...
... . . . ...

...
... α

... 0 . . . 1
0 . . . 0 1 0 . . . α
0 . . . 0 α 0 . . . 0


w = e ∼ f − f ∼ f − e ∼ e− ...− f

• Êîðiíü (2n, n + 1, n)



1 0 . . . . . . 0 1 0 . . . 0

0 1 . . . . . .
... α 0 . . .

...
... α . . . . . .

... 0 1
...

...
...

... . . . ...
...

... α
...

...

0 . . . . . . 1 0
...

... . . . ...
0 . . . . . . α 0 0 . . . . . . 1
0 . . . . . . 0 1 0 . . . . . . α


w = f ∼ f − e ∼ e− f ∼ f − ...− f

• Óÿâíèé êîðiíü (2n, n, n)
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

Φπ 0 . . . 0 I 0 . . . αI

0 I . . .
... αI 0 . . . 0

... αI
...

... 0 I
...

...
...

... . . . ...
... αI

...
...

0 . . . . . . I
...

... . . . ...
0 . . . . . . αI 0 . . . . . . I


(n íåïàðíå)



αΦπ 0 . . . 0 I 0 . . . 0

0 I
...

... αI 0 . . .
...

... αI
...

... 0 I
...

...
...

... . . . ...
... αI

...
...

...
...

... I
...

... . . . ...
...

...
... αI

...
...

... I
I 0 . . . 0 0 . . . . . . αI


(n ïàðíå)

w = e− f ∼ f − e , π(t)
(7) • Êîðiíü (n, n + 1)

α β 0 . . . 0 0
0 α β . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . α β


äå E =< 1, α > , F =< 1, β >
w = e−f ∼ f −e ∼ e− ...−f ∼ f (n íåïàðíå)
w = f − e ∼ e− f ∼ f − ...− f ∼ f (n ïàðíå)

• Êîðiíü (n + 1, n)
α 0 . . . 0

β α . . .
...

0 β . . . ...
...

... . . . α
0 . . . . . . β


w = f − e ∼ e−f ∼ f − ...− e ∼ e (n íåïàðíå)
w = e− f ∼ f − e ∼ e− ...− e ∼ e (n ïàðíå)
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• Óÿâíèé êîðiíü (n, n) :
αI βI 0 . . . 0
0 αI βI . . . 0
...

... . . . . . . ...
0 0 0 . . . βI

βΦπ 0 0 . . . αI


w = e ∼ e− f ∼ f , π(t) .

4. Ñïðîùåííÿ

Öÿ ÷àñòèíà ¹, íàïåâíî, íàéâàæëèâiéøîþ. Â íié ïîêàçàíî,
ùî êîëè ìè ñïðîùó¹ìî àòîìíó ÷àñòèíó ïó÷êó ëàíöþãiâ
X = {E ,F , <,−,∼} i îáìåæåìî åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ
äî òàêèõ, ÿêi íå çìiíþþò êàíîíi÷íî¨ ôîðìè öi¹¨ ÷àñòèíè,
ìè çíîâó îòðèìó¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ (íîâîãî) ïó÷êà ëàíöþãiâ.
Iíøèìè ñëîâàìè, ìè ìîæåìî çôîðìóëþâàòè íàñòóïíi ïðàâèëà
äëÿ êîíñòðóþâàííÿ öüîãî íîâîãî ïó÷êà ëàíöþãiâ:

(1) Îáåðåìî ìiíiìàëüíèé åëåìåíò e ∈ E òà ìiíiìàëüíèé
åëåìåíò f ∈ F òàêi, ùî e − f . Ïîêëàäåìî E− =
E \ {e}, F− = F \ {f} .

(2) Ðîçãëÿíåìî àòîìíó çàäà÷ó, âèçíà÷åíó ïó÷êîì ({e}, {f})
(ç âiäíîøåííÿì ∼ ); íàçâåìî òàêó çàäà÷ó àòîìíîþ

÷àñòèíîþ X .
(3) Çíàéäiìî ìíîæèíó S âñiõ ñëiâ, âiäïîâiäíèõ äî íåðîçêëàäíèõ

çîáðàæåíü öi¹¨ àòîìíî¨ çàäà÷i.
(4) Ïîáóäóéìî ìíîæèíè E+ and F+ íàñòóïíèì ÷èíîì:

(a) ÿêùî iñíó¹ x ∈ E− òàêå, ùî x − w àáî w − x
ìîæëèâå, àëå íåìà¹ y ∈ F− ç öi¹þ âëàñòèâiñòþ,
òîäi w ∈ F+ ; â öüîìó âèïàäêó ïîêëàäåìî w−x
äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ x ∈ E− ç öi¹þ âëàñòèâiñòþ;

(b) ÿêùî iñíó¹ x ∈ F− òàêå, ùî x− w àáî w − x
ìîæëèâå, àëå íåìà¹ y ∈ E− ç öi¹þ âëàñòèâiñòþ,
òîäi w ∈ E+ ; â öüîìó âèïàäêó ïîêëàäåìî w−x
äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ x ∈ F− ç öi¹þ âëàñòèâiñòþ;

(c) ÿóùî iñíóþòü i x ∈ E− òàêå, ùî x−w or w−x
ìîæëèâå, i y ∈ F− ç òi¹þ ñàìîþ âëàñòèâiñòþ,
ðîçãëÿíåìî äâà íîâi ñèìâîëè we, wf òà äîäàìî
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we to E+ , wf to F+ ; â öüîìó âèïàäêó ïîêëàäåìî
we ∼ wf , we − y äëÿ âñiõ y ∈ F− òà wf − x
äëÿ âñiõ x ∈ E− ç öi¹þ âëàñòèâiñòþ; ïîêëàäåìî
òàêîæ we ∼ wf ;

(d) íàçâiìî w òîâñòèì, ÿêùî EndAw/radEndAw 6=
K , äå Aw âiäïîâiäíå çîáðàæåííÿ;

(e) íàçâiìî w ïîäâiéíèì, ÿêùî w ∼ w , àáî w ∼
w◦ , àáî w◦ ∼ w äå w◦ îáåðíåíå ñëîâî;

(f) äëÿ äâîõ ñëiâ w, v ∈ E+ (àáî â F+ ), ïîêëàäiìî
w < v ÿêùî iñíó¹ íåíóëüîâèé ãîìîìîðôiçì Aw →
Av (âiäïîâiäíî Av → Aw );

(g) êîæíå ñëîâî w ∈ E+tF+ íàñëiäó¹ âñi âiäíîøåííÿ
<,−,∼ ÿêi åëåìåíòè e, f ìàëè ç óñiìà iíøèìè
åëåìåíòàìè X ; áiëüø òîãî, ÿêùî w ∈ E+ , òîäi
e < w , ÿêùî w ∈ F+ , òî f < w ; ÿêùî îáèäâà
we òà wf , òî e < we i f < wf ;

(h) âèêèíåìî ïàðó e− f ç âiäíîøåííÿ − .
(5) Ïîêëàäåìî E ′ = E t E+ , F ′ = F t F+ òà X ′ =

{E ′,F ′, <′,−′,∼′} , äå <′,−′,∼′ ïîçíà÷àþòü çìiíåíi
âiäíîøåííÿ <,−,∼ .

5. Ðåçóëüòàò

Òåïåð ç öi¹¨ ðåêóðñèâíî¨ ïðîöåäóðè ñïðîùåííÿ ìîæíà
âèâåñòè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé äà¹ îïèñ óñiõ íåðîçêëàäíèõ
çîáðàæåíü äîâiëüíîãî ïó÷êà ëàíöþãiâ.

5.1. Îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 6. (1) Ñëîâî öå ïîñëiäîâíiñòü

w = a0r1a1r2a2 . . . rmam,

äå ak ∈ X òà êîæåí rk ¹ ∼ àáî −, òàêi, ùî äëÿ âñiõ
ìîæëèâèõ çíà÷åíü k:
• ak−1rkak â X.
• ak 6= ak+1 òà rk 6= rk+1.

(2) Äîïóñòèìèìè ñëîâàìè ¹:
• (i) x1 ∼ x2− x3 ∼ x4− x5 ∼ x6− ...− xn−1 ∼ xn

• (ii) x− x1 ∼ x2 − ...− xn−1 ∼ xn

(x 6∼ y äëÿ âñiõ y 6= x)
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• (iii) x− x1 ∼ x2 − ...− xn−1 ∼ xn − z
(x 6∼ y êîëè y 6= x)
(z 6∼ y êîëè y 6= z)

(3) Êiíåöü òèïó x ∼ x çâåòüñÿ îñîáëèâèì. Ñëîâî ç
ñïåöiàëüíèì êiíöåì çâåòüñÿ îñîáëèâèì. Ñëîâî ç
äâîìà ñïåöiàëüíèìè êiíöÿìè çâåòüñÿ áiîñîáëèâèì.
Ñëîâî áåç îñîáëèâèõ êiíöiâçâåòüñÿ çâè÷àéíèì.

(4) Ñëîâî òèïó (i), òàêå ùî xn − x1 çâåòüñÿ öèêëîì.
Öèêë íå ìîæå áóòè ïåðiîäè÷íèì (òîáòî w 6= v −
v − v − ...− v)

Îçíà÷åííÿ 7. Íàñòóïíi ñëîâà çâóòüñÿ �ñòðîêîâèìè
äàíèìè� :

• (a) (íåñèìåòðè÷íå) ñëîâî áåç îñîáëèâèõ êiíöiâ
• (b) (íåñèìåòðè÷íå) ñëîâî ç îäíèì îñîáëèâèì êiíöåì
òà (�äîäàòêîâà iíôîðìàöiÿ�) ÷èñëî δ ∈ {1, 2}

• (c) (íåñèìåòðè÷íå) ñëîâî ç äâîìà îñîáëèâèìè êiíöÿìè
òà (�äîäàòêîâà iíôîðìàöiÿ�) òðiéêîþ (δ1, δ2, m), δi ∈
{1, 2}, m ∈ N

Îçíà÷åííÿ 8. Ïàðà (w, f(t)), äå w - (íåïåðiîäè÷íèé)
öèêë, f(t) - ñòåïiíü ïîëiíîìó íàäK, çâåòüñÿ �ñòði÷êîâèìè
äàíèìè� .

Çàóâàæåííÿ 9. Ìîæëèâî íàì çíàäîáèòüñÿ óìîâà, ùî
f(t) 6= td àáî â äåÿêèõ âèïàäêàõ f(t) 6= (t− 1)d

5.2. Êiíöåâà òåîðåìà. Ìî¹þ êiíöåâîþ ìåòîþ ¹ äîêàç
íàñòóïíî¨ òåîðåìè òà íàäàííÿ ÷iòêî¨ êîíñòðóêöi¨ íåðîçêëàäíèõ
çîáðàæåíü, ùî âiäïîâiäàþòü áóäü-ÿêèì ñòðîêîâèì àáî ñòði÷êîâèì
äàíèì.

Òåîðåìà 10. Íåðîçêëàäíi çîáðàæåííÿ çíàõîäÿòüñÿ â

âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ç {ñòðîêîâèìè äàíèìè}∪
{ñòði÷êîâèìè äàíèìè} ç òî÷íiñòþ äî �ïðèðîäíüî¨� åêâiâàëåíòíîñòi.

Çàóâàæåííÿ 11. Âèïàäêè, êîëè äâà ñëîâà âèçíà÷àþòü
îäíå é òå ñàìå çîáðàæåííÿ:

• w òà w∗

• w òà w(k) (öèêë �çñóíóòèé� íà k ïîçèöié)
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• (w, f(t)) òà (w∗(k), f ∗(t)) (f ∗(t) = tdf(1/t) äå d =
deg(f))

6. Çàñòîñóâàííÿ

6.1. Ñêií÷åíi ìîäóëi íàä íåðîçùiïëþâàíîþ îñîáëèâiñòþ
òèïó A1.

Îçíà÷åííÿ 12. R ïîçíà÷à¹ ëîêàëüíî ïîâíå íüîòåðîâó
k-àëãåáðó, òàêó ùî:

R íå ìà¹ íiëüïîòåíòíèõ åëåìåíòiâ
R/radR = k äå radR ïîçíà÷à¹ ðàäèêàë ßêîái R
Kr.dimR = 1
Ìè êàæåìî, ùî R ¹ îñîáëèâiñòþ òèïó , A1 ÿêùî:

• rad R̃ = rad R , äå R̃ ïîçíà÷à¹ íîðìàëiçàöiþ R ;
• dimk R̃/ rad R̃ = R

Íàäàëi ïîçíà÷èìî J = rad R = rad R̃
Ìè ìà¹ìî äâà âèïàäêè - ðîçùiïëåíèé ( R̃/J = k×k ) òà

íåðîçùiïëåíèé ( R̃/J = F , äâîâèìiðíå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ
k ).

Ñêií÷åííî-ïîðîäæåíi ìîäóëi ðîçùiïëåíîãî âèïàäêà áóëè
îïèñàíi Íàçàðîâîþ òà Ðîéòåðîì (äèâ. [13]), òîæ ÿ çêîíöåíòðóþñü
íà íåðîçùiïëåíîìó âèïàäêó..

Òóò R̃ = f [|t|] i îñêiëüêè J ⊂ R ⊂ R̃ òà J = {a ∈
F [|t|]|a(0) = 0} , çàëèøà¹òüñÿ ¹äèíà ìîæëèâiñòü:

R = {a ∈ F [|t|]|a(0) ∈ k}
Íàøîþ ãîëîâíîþ ìåòîþ ¹ îïèñ ñêií÷åííî-ïîðîäæåíèõ

R -ìîäóëiâ. Àëå íàøi ðîçðàõóíêè ¹ òàêîæ äiéñíèìè äëÿ
äîâiëüíî¨ ïàðè ëîêàëüíèõ íüîòåðîâèõ êiëåöü ðîçìiðíîñòi
Êðóëÿ 1 , R ⊂ R̃ , òàêèõ ùî:

(1) R̃ íîðìàëüíå;

(2) rad R = rad R̃ = J ;

(3) F = R̃/J äâî-âèìiðíå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ k = R/J .

Ìè ìà¹ìî âèêîðèñòàòè ìåòîä îïèñàíèé Äðîçäîì (äèâ.
[10]).

Îñêiëüêè êiëüöå R ¹ ëîêàëüíî íüîòåðîâèì, äëÿ êîæíîãî
ñêií÷åííî-ïîðîäæåíîãî R -ìîäóëÿ M iñíó¹ òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü
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(1) Q
f−→ P −→ M −→ 0

äå Q òà P ñêií÷åííî-ïîðîäæåíi âiëüíi R -ìîäóëi, à f
ãîìîìîðôiçì, òàêèé ùî =f ⊆ JP . [2].

Ìè íàçèâà¹ìî (1) âiëüíèì ïðåäñòàâëåííÿì M .

Òåíçîðíî äîìíîæèâøè òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü (1) íà R̃ ,
ìè îòðèìà¹ìî òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü:

(2) Q̃
f̃−→ P̃ −→ M̃ −→ 0

äå M̃ çàâæäè ïîçíà÷à¹ R̃⊗R M , f̃ = 1⊗ f : R̃⊗R Q →
R̃⊗R P . Îñêiëüêè J = rad R̃ , ìè ìà¹ìî, ùî =f̃ ⊆ R̃⊗R

JP = J ⊗R P = JP̃ = JP , òîæ (2) ¹ çíîâó âiëüíèì

ïðåäñòàâëåííÿì R̃ -ìîäóëÿ M̃ .
Îñêiëüêè R̃ íîðìàëüíå, ëîêàëüíå òà ìà¹ ðîçìiðíiñòü

Êðóëÿ 1 , âîíî ¹ discrete valuation ring, çîêðåìà, äîìåíîì
ãîëîâíîãî iäåàëó [1]. Òàêèì ÷èíîì, ìè ìîæåìî îáðàòè

áàçèñè â P̃ òà Q̃ òàêèìè, ùî f̃ çàäà¹òüñÿ äiãîíàëüíîþ
m×m ìàòðèöåþ (äå m = rkP , n = rkQ )

(3)


a1 0

a2
. . .

0 am


äå a1|a2|...|am .

Î÷åâèäíî ìè ìîæåâî ââàæàòè, ùî M̃ íå ìà¹ íóëüîâèõ
ñòîâï÷èêiâ.

Ñïðàâäi, ÿêùî t ¹ ãåíåðàòîðîì J (ÿê R̃ -ìîäóëÿ), òî
ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî ai = tki äëÿ äåÿêèõ öiëèõ ki > 0
(ÿê =f̃ ⊆ JP̃ , all ai ∈ J ).

Ïåðåïèøåìî ìàòðèöþ (3) ó ôîðìi:
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(4) F̃ =


tIr1

0 . . . 0

0 t2Ir2
. . .

...
...

... . . . 0
...

... . . . tsIrs

0 . . . . . . 0


äå Ir ïîçíà÷à¹ r × r îäèíè÷íó ìàòðèöþ (ìîæëèâî, ùî
äåÿêi rk = 0 , òîáòî âiäïîâiäíi áëîêè tkIrk

íå iñíóþòü â

M̃ ).
Òåïåð ìè ìîæåìî ïåðåôîðìóëþâàòè íàøó ìåòó. Íàì

ïîòðiáíî òåïåð çíàéòè âñi ãîìîìîðôiçìè f : Q → P

âiëüíèõ R -ìîäóëiâ òàêi, ùî f̃ ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi

ôiêñîâàíîþ ìàòðèöåþ M̃ âèãëÿäó (4) â äåÿêèõ áàçèñàõ

Q̃ òà P̃ . ßêùî f äàíî â äåÿêèõ áàçèñàõ Q òà P ìàòðèöåþ
M , öå îçíà÷à¹, ùî iñíóþòü îáåðòîâíi ìàòðèöi C , D íàä

R̃ òàêi, ùî CM̃ = MD (çàóâàæòå, ùî âñi çíà÷åííÿ M
âçÿòi ç J îñêiëüêè =f ⊆ JP ). Ïðèïóñòèìî ùî M ′ iíøà

ìàòðèöÿ òàêà, ùî C ′M̃ = M ′D′ äëÿ äåÿåèõ îáåðòîâíèõ
R̃ -ìàòðèöü C ′ , D′ . Íåõàé f ′ : Q′ → P ′ - âiäïîâiäíèé
ãîìîìîðôiçì âiëüíèõ R -ìîäóëiâ. Òîäi P/=f ' P ′/=f ′

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü içîìîðôiçìè αf = f ′β ,
àáî, ùî òå ñàìå, iñíóþòü îáåðòîâíi ìàòðèöi A , B íàä
R òàêi ùî AM = M ′B . Â öüîìó âèïàäêó ìè íàçèìà¹ìî
ìàòðèöi M òà M ′ åêâiâàëåíòíèìè.

Öå äà¹ íàì:

ACM̃ = AMD = M ′BD = C ′M̃D′−1
BD

àáî

(5) C ′−1
ACM̃ = M̃D′−1

BD

Íàâïàêè, ÿêùî (5) ñïðàâäæó¹òüñÿ, ìè îòðèìó¹ìî

AM = ACM̃D−1 = C ′M̃D′−1
B = M ′B

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Aut M̃ ìíîæèíó âñiõ ïàð îáåðòîâíèõ

Ã -ìàòðèöü (X, Y ) òàêèõ ùî XM̃ = M̃Y . Òîäi

(C ′−1
AC, D′−1

BD) ∈ Aut M
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i

(C ′, D′)(C ′−1
AC, D′−1

BD) = (A, B)(C, D).

Òàêèì ÷èíîì, êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi ìàòðèöü F çíàõîäÿòüñÿ
ó âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi ç ïîäâiéíèìè ñóìiæíèìè
êëàñàìè:

(6) GL(m, R)×GL(n, R)\GL(m, R̃)×GL(n, R̃)/ Aut M̃

Çàçíà÷òå, ùî GL(n,R) ìiñòèòü ïiäãðóïó êîíãðóåíòíîñòi

GL(n, R̃, J) = {X ∈ GL(n, R̃)|X ≡ In mod J} = GL(n,R, J)

Àëå GL(n, R̂)/GL(n, R̃, J) ' GL(n, F ) , ïðè òîìó, ùî

GL(n.R)/GL(n, R, J) ' GL(n, k).

Îòæå, ïîäâiéíi ñóìiæíi êëàñè (6) ìîæíà çàìiíèòè ïîäâiéíèìè
ñóiæíèìè êëàñàìè:

(7) GL(m, k)×GL(n, k)\GL(m, F )×GL(n, F )/AutÃ

äå AutM̃ ïîçíà÷à¹ çîáðàæåííÿ Aut M̃ in GL(m, F ) ×
GL(n, F ) .

Çíàéäåìî Aut M̃ . Ïðèïóñòèìî, ùî (X, Y ) ∈ Aut M̃ ,
äå

X =


x11 x12 . . . x1s x1,s+1
x21 x22 . . . x2s x2,s+1
. . . . . . . . . . . . . . .
xs1 xs2 . . . xss xs,s+1

xs+1,1 xs+1,2 . . . xs+1,s xs+1,s+1



Y =


y11 y12 . . . y1s

y21 y22 . . . y2s

. . . . . . . . . . . .
ys1 ys2 . . . yss


ïîäiëåííÿ íà áëîêè âiäïîâiäà¹ ïîäiëåííþ M̃ â (4). Òîäi
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XM̃ =


tx11 t2x12 . . . tsx1s

tx21 t2x22 . . . tsx2s

. . . . . . . . . . . .
txs1 t2xs2 . . . tsxss

txs+1,1 t2xs+1,2 . . . tsxs+1,s



M̃Y =


ty11 ty12 . . . ty1s

t2y21 t2y22 . . . t2y2s

. . . . . . . . . . . .
tsys1 tsys2 . . . tsyss

0 0 . . . 0


Çâiäñè:

x11 = y11, x22 = y22, ..., xss = yss;

yij = tj−ixij ≡ 0( mod J) if i < j;

xij = tj−iyij ≡ 0( mod J) if i > j;

xs+1,j = 0 for j = 1, ..., s.

Îòæå AutM̃ óòâîðåíî ç óñiõ ïàð (X, Y ) ìàòðèöü íàä
F âèãëÿäó:

X =


x11 x12 . . . x1s x1,s+1
0 x22 . . . x2s x2,s+1

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . xss xs,s+1
0 0 . . . 0 xs+1,s+1



Y =


x11 0 . . . 0
y21 x22 . . . 0

. . . . . . . . . ...
ys1 ys2 . . . xss


Ìè ðîçãëÿäà¹ìî GL(m,F )×GL(n, F ) ÿê áëî÷íi ìàòðèöi

(ç åëåìåíòàìè ç F ):
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C =(Cy C2 ... Cs+1)

D =(D1 D2 ... Ds)

äå Ci ìà¹ ðîçìið m × ri , à Di ìà¹ ðîçìið n × ri (äèâ.
(4)).

Î÷åâèäíà óìîâà äëÿ ñòðîê: êiëüêiñòü e1 (âiäïîâiäíî
e2 ), ùî ç'ÿâëÿþòüñÿ â òàêié ñòðîöi w ìà¹ ñïiâïàäàòè ç
êiëüêiñòþ ci (âiäïîâiäíî di ).

Áiëüø òîãî, ÿêùî ïðîñòà ñòðîêà w ïî÷èíà¹òüñÿ ç e1 ∼
e1 − ci , üë âiäïîâiäíà ìàòðèöÿ C :


1 0 . . . 0
α 0 . . . 0
0 ∗ . . . ∗
...

... . . .
...

0 ∗ . . . ∗



Îòæå, âîíà âèðîäæåíà, ùî íåìîæëèâî. Òàê ñàìî, âîíà íå
ìîæå çàêií÷óâàòèñü ci−e1 ∼ e1 , àáî ïî÷èíàòèñü (âiäïîâiäíî
çàêií÷óâàòèñü) e2 ∼ e2 − dj (âiäïîâiäíî dj − e2 ∼ e2 ).

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî w ïî÷èíà¹òüñÿ ci ∼ dj , òî âiäïîâiäíèé
ñòîâï÷èê â ìàòðèöi Ci ¹ íóëüîâèì, ùî òàêîæ íåìîæëèâî.
Òå ñàìå ñïðàâäæó¹òüñÿ, ÿêøî w ïî÷èíà¹òüñÿ ç dj ∼ ci

àáî çàêií÷ó¹òüñÿ öèìè åëåìåíòàìè. Îòæå, çàëèøà¹òüñÿ
¹äèíà ìîæëèâiñòü äëÿ ïðîñòèõ ñëiâ:

cs+1 − e1 ∼ e1 − ci1 ∼ di1 − e2 ∼ e2 − ...− e1 ∼ e1 − cs+1

Âiäïîâiäíi ìàòðèöi:
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C =



1 0 0 0 0 . . . 0 0 1
α 0 0 0 0 . . . 0 0 0
0 1 1 0 0 . . . . . . . . . 0
...

... α 1 1 . . . . . . . . . 0
...

...
...

... α . . .
...

... 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
...

...
... 1 1 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α 0



D =



1 1 0 . . . . . . . . . . . . 0

0 α 0 . . . . . . . . . . . .
...

...
... 1 1 . . . . . .

...
...

...
... α 1

...
...

...
...

...
...

... . . . ...
. . . . . . . . . . . . . . . . . . α



(îñòàííi äâà ñòîâï÷èêè ìàòðèöi C íàëåæàòü äî cs+1 ; k-
òèé ñòîâï÷èê C íàëåæèòü äî cik , à k-òèé ñòîâï÷èê D
íàëåæèòü dik .

Òàê ñàìî, ïîäâiéíà ñòðîêà ìà¹ ôîðìó:

e1 − ci1 ∼ di1 − e2 ∼ e2 − ...− e1 ∼ e1 − cs+1

or

e2 − di1 ∼ ci1 − e1 ∼ e1 − ...− e1 ∼ e1 − cs+1

Âiäïîâiäíi ìàòðèöi:
22



C =



1 0 0 . . . . . . . . . . . . 0

0 1 1 . . . . . . . . . . . .
...

...
... α . . . . . . . . . . . .

...
...

...
... 1 1 . . . . . .

...
...

...
...

... α
...

...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

...
... 1 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α



D =



1 1 0 . . . . . . . . . 0

0 α 0 . . . . . . . . .
...

...
... 1 1 . . . . . .

...
...

...
... α

...
...

...
...

...
...

... 1
...

...
...

...
...

...
... . . . ...

0 . . . . . . . . . . . . . . . 1
0 . . . . . . . . . . . . . . . α



(îñòàííié ñòîâï÷èê C íàëåæèòü äî cs+1 )
Ìàòðèöi âiäïîâiäíi äî ïîäâiéíî¨-ïîäâiéíî¨ ñòðîêè íàñòóïíi:
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C =



. . . 0 . . . . . . . . . . . . 0

0 1 1 . . . . . . . . .
...

...
... α

...
...

...
...

...
... 1 1

...
...

...
...

...
... α

...
...

0 . . . . . . . . . . . . . . . 1

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . .



D =



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
... 1 . . . . . . . . . . . . 0
...

... 1
...

...
...

...
...

... α 1
...

...
...

...
...

...
... 1

...
...

...
...

...
... α 1

...

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .


(â öüîìó âèïàäêó ìàòðèöÿ cs+1 ïîðîæíÿ)

Íàðåøòi, ìàòðèöi, âiäïîâiäíi äî ñòði÷êè:

C =



I I 0 . . . . . . . . . 0
0 αI 0 . . . . . . . . . 0
...

... I I
...

...
...

...
...

... αI
...

...
...

...
...

...
... . . . ...

...
0 . . . . . . . . . . . . I I
0 . . . . . . . . . . . . . . . αI



D =



I 0 . . . . . . . . . . . . Φ
αI 0 . . . . . . . . . . . . 0
... I I

...
...

...
...

...
... αI

...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

...

. . . . . . . . . . . . I I
...

0 . . . . . . . . . . . . αI 0


24



äå Φ ìàòðèöÿ Ôðîáåíióñà âiäïîâiäíà äî ïåðâiñíîãî ïîëiíîìà
π(t) 6= td .

(Çíîâó, ìàòðèöÿ, âiäïîâiäíà äî cs+1 ïîðîæíÿ)

Îòæå, äâi ïàðè, (C, D) òà (C
′
, D

′
) ç GL(m, F )×GL(n, F )

íàëåæàòü äî îäíîãî i òîãî ñàìîãî ïîäâiéíîãî ñóìiíîãî
êëâñó (7) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíè ìîæóòü áóòè îòðèìàíi
îäèí ç îäíîãî ÷åðåç íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ:

(1) åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ C òà ðÿäêiâ D
íàä ïîëåì k (âiäïîâiäàþòü ìíîæåííþ çëiâà íà GL(m, k)×
GL(n, k) );

(2) çâè÷àéíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ñòîâï÷èêiâ Ci

òà Di íàä F (âiäïîâiäàþòü ìíîæåííþ ñïðàâà íà
xii );

(3) äîäàâàííÿ ñòîâï÷èêiâ Ci äîìíîæåíèõ íà åëåìåíò
ç F äî ñòîâï÷èêiâ Cj ÿêùî i < j (âiäïîâiäàþòü
ìíîæåííþ íà xij );

(4) äîäàâàííÿ ñòîâï÷èêiâ Di äîìíîæåíèõ íà åëåìåíò
ç F äî ñòîâï÷èêâi Dj ÿêùî i > j (âiäïîâiäàþòü
ìíîæåííþ íà yij ).

Ìàòðèöi C, D ìàþòü áóòè îáåðòîâíi. Öå äà¹ ñïðîùåííÿ
äî ìîæëèâèõ ñòðîê (âñi ñòði÷êè çàäîâîëüíÿþòü öèì óìîâàì
àâòîìàòè÷íî).
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