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Âñòóï

Ìàòðè÷íi çàäà÷i ç'ÿâèëèñÿ, ÿê çàñiá îá÷èñëåííÿ çîáðà-
æåíü íà ïî÷àòêó 70-õ ðîêiâ ìèíóëîãî ñòîði÷÷ÿ. Ïåðøèì
çíà÷íèì ¨õ çàñòîñóâàííÿì äî òåîðåòè÷íèõ ïèòàíü òåîði¨
çîáðàæåíü ñòàëî äîâåäåííÿ ïåðøî¨ ãiïîòåçè Áðàóåðà-Òðîë-
ëà çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó çâåäåííÿ ìàòðèöü ó ðîáîòi
Ì.Ì.Êëåéíåðà òà À.Â.Ðîéòåðà [32]. Õî÷à öþ ãiïîòåçó áó-
ëî ðàíiøå äîâåäåíî â ðîáîòi À.Â.Ðîéòåðà ñóòî òåîðåòèêî-
ìîäóëüíèìè ìåòîäàìè, íîâèé ðåçóëüòàò áóâ iñòîòíî ñèëü-
íiøèé (i, äî ðå÷i, éîãî äîâåäåííÿ òåîðåòèêî-ìîäóëüíèìè
ìåòîäàìè òàê i íå áóëî îäåðæàíî). Äåÿêèì íåäîëiêîì ðå-
çóëüòàòó áóëî òå, ùî àëãîðèòì çâåäåííÿ ìàòðèöü òàì áóëî
ðîçâèíåíî ëèøå äëÿ çàäà÷ íàä àëãåáðè÷íî çàìêíåíèì ïî-
ëåì. Òîìó ãiïîòåçà Áðàóåðà-Òðîëëà (ó ïiäñèëåíié ôîðìi)
âèïëèâàëà çâiäñè ëèøå äëÿ äîñêîíàëèõ ïîëiâ.

Ïåðøi ðîáîòè, ïðèñâÿ÷åíi ñàìèì ìàòðè÷íèì çàäà÷àì
ç'ÿâèëèñÿ â 1972 ð. Öå ðîáîòà Ï.�àáðiåëÿ [31] ïðî çîáðà-
æåííÿ ñàãàéäàêiâ òà ðîáîòà Ë.À.Íàçàðîâî¨ òà À.Â.Ðîéòåðà
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[9], â ÿêié áóëè ðîçãëÿíóòi çîáðàæåííÿ ÷àñòêîâî-âïîðÿä-
êîâàíèõ ìíîæèí. Â òîìó æ ðîöi Ì.Ì.Êëåéíåð [6, 7] îäåð-
æàâ êðèòåðié ñêií÷åííîñòi òèïó òà îïèñàâ íåðîçêëàäíi çî-
áðàæåííÿ ìíîæèí ñêií÷åíîãî òèïó. Íîâèé ïiäõiä äî çî-
áðàæåíü ñàãàéäàêiâ, ÿêèé  ðóíòóâàâñÿ íà ôóíêòîðàõ âiä-
äçåðêàëåíü, çàïðîïîíóâàëè â 1973 ð. Áåðíøòåéí, �åëü-
ôàíä òà Ïîíîìàðüîâ [1]. Ó 1974 ð. öþ òåõíiêó ðîçïî-
âñþäèâ íà çîáðàæåííÿ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí
Þ.À.Äðîçä [3], õî÷à â öié ðîáîòi áóëè ïîáóäîâàíi ëèøå
ôóíêòîðè Êîêñåòåðà òà äåÿêi êîìïîçèöi¨ ôóíêòîðiâ âiä-
äçåðêàëåíü. Áiëüø àäåêâàòíèé âàðiàíò éîãî ðîáîòè, â ÿêî-
ìó áóëè ïîáóäîâàíi âñi ôóíêòîðè âiääçåðêàëåíü, âèéøîâ
ó 1998 ð. [26]. Ïðè öüîìó âèÿâèëîñü ïîòðiáíèì äåùî óçà-
ãàëüíèòè êëàñ çàäà÷ äî çîáðàæåíü òàê çâàíèõ ïåðåðiçàíèõ
÷àñòêîâî âïîðÿäèîâàíèõ ìíîæèí. Íà æàëü ó âñiõ öèõ çà-
äà÷àõ íå áåðóòü ó÷àñòü ðîçøèðåííÿ îñíîâíîãî ïîëÿ. Ñè-
òóàöi¨, äå òàêi ðîçøèðåííÿ âèíèêàþòü áóëè ðîçãëÿíóòi
Â.Äëàáîì i Ê.Ðiíãåëåì. Â 1976 ð. âîíè ðîçãëÿíóëè óçà-
ãàëüíåííÿ íà öåé âèïàäîê çîáðàæåíü êîë÷àíiâ [24], ïîáó-
äóâàëè â íîâi ñèòóàöi¨ ôóíêòîðè âiääçåðêàëåíü i äîâåëè
àíàëîã òåîðåìè �àáðiåëÿ. Â iíøié ðîáîòi 1975 ð. [23] âîíè
òàêîæ ðîçãëÿíóëè ïåâíå óçàãàëüíåííÿ çîáðàæåíü ÷àñòêî-
âî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí. Âòiì, ñòåïiíü çàãàëüíîñòi ó öié
ðîáîòi âèäà¹òüñÿ ÿâíî íåäîñòàòíüîþ, à ïðî ôóíêòîðè âiä-
äçåðêàëåíü â íié çîâñiì íå éäåòüñÿ.
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Iíøèé âàæëèâèé êëàñ çàäà÷, ÿêèé âiäiãðà¹ çíà÷íó ðîëü
ó áàãàòüîõ ïèòàííÿõ òåîði¨ çîáðàæåíü òà iíøèõ ðîçäiëiâ
ìàòåìàòèêè - öå çîáðàæåííÿ â'ÿçîê ëàíöþãiâ. Ìàáóòü,
óïåðøå ïðèêëàä çàäà÷i öüîãî òèïó áóëî ðîçãëÿíóòî â 1969
ð. Ë.À.Íàçàðîâîþ òà À.Â.Ðîéòåðîì [10] ó çâ'ÿçêó ç îïè-
ñîì ìîäóëiâ íàä äiàäîþ ëîêàëüíèõ äåäåêiíäîâèõ êiëåöü,
àáî, ùî ðiâíîñèëüíî, íàä ëîêàëüíèì êiëüöåì ïðîñòî¨ ïî-
äâiéíî¨ òî÷êè àëãåáðà¨÷íî¨ êðèâî¨. Ïiçíiøå, â 1973, âîíè
ðîçãëÿíóëè áiëüø çàãàëüíèé âèïàäîê, òàê çâàíó çàäà÷ó
�åëüôàíäà, ÿêà âèíèêëà â òåîði¨ ìîäóëiâ Õàðèø-×àíäðè
íàä ãðóïàìè Ëi [11]. Ðiâíîñèëüíèé êëàñ çàäà÷ áóâ äîñëi-
äæåíèé Ó.Êðîóëi-Áîâi [20] â òåðìiíàõ ¾çîáðàæåíü êëà-
íiâ¿. Âòiì, íàâåäåíi â öèõ ðîáîòàõ ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷
áóëè íå çîâñiì çðó÷íèì äëÿ äåÿêèõ çàñòîñóâàíü, à ó ôîð-
ìóëþâàííi îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó áóëè äåÿêi ïîõèáêè. Òî-
ìó â 1993 Â.Ì.Áîíäàðåíêî [2] ïåðåôîðìóëþâàâ öþ çàäà÷ó
â äåùî áiëüø çàãàëüíîìó âèãëÿäi, ÿêèé âií íàçâàâ ¾â'ÿç-
êè íàïiâëàíöþãîâèõ ìíîæèí¿, i äàâ áiëüø çðó÷íèé i ïî-
ñëiäîâíèé îïèñ íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü òàêî¨ â'ÿçêè. Ií-
øi àâòîðè äëÿ òi¹¨ ñàìî¨ çàäà÷i êîðèñòóâàëèñÿ ïðîñòiøèì
òåðìiíîì ¾â'ÿçêè ëàíöþãiâ¿.

Íà òîé ÷àñ âæå ç'ÿñóâàëîñÿ, ùî â'ÿçêè ëàíöþãiâ âèíè-
êàþòü ó ðiçíîìàíiòíèõ çàäà÷àõ òåîði¨ çîáðàæåíü òà é ií-
øèõ ðîçäiëiâ ìàòåìàòèêè. Âîíè áóëè, íàïðèêëàä, âèêîðè-
ñòàíi ïðè äîñëiäæåííi òàêèõ ïèòàíü, ÿê áóäîâà ñêií÷åíèõ
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ìîäóëiâ íàä ÷èñòî íåòåðîâèìè êiëüöÿìè (øèðîêèì óçà-
ãàëüíåííÿì ëîêàëüíîãî êiëüöÿ ïðîñòî¨ ïîäâiéíî¨ òî÷êè),
ìîäóëi Êîåíà�Ìàêîëåÿ íàä îñîáëèâîñòÿìè àëãåáðà¨÷íèõ
êðèâèõ, âåêòîðíi ðîçøàðóâàííÿ íàä ïðîåêòèâíèìè êðèâè-
ìè, ñòàáiëüíi ãîìîòîïi÷íi òèïè ïîëiåäðiâ, ïîõiäíi êàòåãîði¨
êîãåðåíòíèõ ïó÷êiâ íà ïðîåêòèâíèõ êðèâèõ (äèâ, íàïðè-
êëàä, [5, 17, 18, 19, 29, 30]). Çâè÷àéíî, öåé ïåðåëiê íå
ïðåòåíäó¹ íà ïîâíîòó, àëå âæå ç íüîãî âèäíî âàæëèâiñòü
öüîãî êëàñó ìàòðè÷íèõ çàäà÷. Àëå ìîæëèâiñòü ïîäàëü-
øèõ éîãî çàñòîñóâàíü áóëà îáìåæåíà òèì, ùî â íüîìó íå
ïåðåäáà÷åíî ðîçãëÿäó ðîçøèðåíü îñíîâíîãî ïîëÿ. Òîìó,
ÿê ïðàâèëî, éîãî ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ëèøå äëÿ âèïàä-
êó, êîëè öå ïîëê ¹ àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì.

Îòæå, ðîçøèðåííÿ âêàçàíèõ ðåçóëüòàòiâ íà âèïàäîê,
êîëè îñíîâíå ïîëå âæå íå ¹ àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì, à éîãî
ðîçøèðåííÿ ÿâíî âõîäÿòü ó ïîñòàíîâêó çàäà÷, ¹, áåçóìîâ-
íî àêòóàëüíîþ ïðîáëåìîþ òåîði¨ ìàòðè÷íèõ çàäà÷. Ñàìå
òàêèì óçàãàëüíåííÿì ïðèñâÿ÷åíà äàíà äèñåðòàöiÿ.

Ìåòîþ ðîáîòè áóëî óçàãàëüíåííÿ iñíóþ÷èõ àëãîðèòìiâ
òà ðåçóëüòàòiâ òåîði¨ ìàòðè÷íèõ çàäà÷ íà âèïàäîê àëãå-
áðà¨÷íî íåçàìêíåíîãî ïîëÿ.

Îñíîâíi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ, âèêîðèñòàíi â ðîáîòi �
öå ìåòîäè òåîði¨ êàòåãîðié òà ëiíiéíî¨ àëãåáðè, çîêðåìà,
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òåõíiêà çâåäåííÿ ìàòðèöü äî êàíîíi÷íî¨ ôîðìè, êâàäðà-
òè÷íi ôîðìè òà ïîâ'ÿçàíi ç íèìè âiääçåðêàëåííÿ. Âèêîðè-
ñòîâóâàëèñÿ òàêîæ ìåòîäè àëãåáðà¨÷íî¨ ãåîìåòði¨, ïîâ'ÿ-
çàíi ç òåîði¹þ ðîçìiðíîñòi òà äi¹þ àëãåáðà¨÷íèõ ãðóï íà
ìíîãîâèäàõ.

Â ðîáîòi îòðèìàíî òàêi íîâi íàóêîâi ðåçóëüòàòè:

• Ðîçðîáëåíî àëãîðèòì çâåäåííÿ ìàòðèöü äëÿ áiìî-
äóëüíèõ çàäà÷ íàä êiëüöÿìè. Çà éîãî äîïîìîãîþ
äîâåäåíî ïåðøó ãiïîòåçó Áðàêåðà-Òðîëëà äëÿ ëî-
êàëüíî àðòiíîâèõ áiìîäóëiâ òà ìîäóëiâ íàä àðòiíî-
âèìè àëãåáðàìè.

• Ââåäåíî çîáðàæåííÿ çâàæåíèõ âïîðÿäêîâàíèõ ìíî-
æèí, äëÿ íèõ ïîáóäîâàíî ôóíêòîðè âiääçåðêàëåíü,
âèâ÷åíi ¨õ âëàñòèâîñòi i çà ¨õ äîïîìîãîþ äîâåäåíî
êðèòåðié ñêií÷åííîñòi çîáðàæóâàëüíîãî òèïó.

• Ðîçãëÿíóòî çîáðàæåííÿ óçàãàëüíåíèõ â'ÿçîê ëàí-
öþãiâ, äëÿ íèõ ðîçðîáëåíî àëãîðèòì çâåäåííÿ, ââå-
äåíî êîìáiíàòîðèêó ñòðóí i ñòði÷îê i âñòàíîâëåíî
âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ íåðîçêëà-
äíèìè çîáðàæåííÿìè òà ñòðóííèìè i ñòði÷êîâèìè
äàíèìè.

Ðåçóëüòàòè ðîáîòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè äîñëi-
äæåííÿõ ç òåîði¨ çîáðàæåíü, àëãåáðà¨÷íî¨ ãåîìåòði¨, àëãå-
áðà¨÷íî¨ òîïîëîãi¨ òà iíøèõ ðîçäiëiâ ìàòåìàòèêè, â ÿêèõ
âèíèêàþòü êëàñèôiêàöiéíi çàäà÷i, çîêðåìà ïðè âèâ÷åííi
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çîáðàæåíü àðòiíîâèõ àëãåáð, ìîäóëiâ Êîåíà-Ìàêîëåÿ, âå-
êòîðíèõ ðîçøàðóâàíü, ñòàáiëüíèõ ãîìîòîïi÷íèõ òèïiâ, òî-
ùî.

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïîâiäàëèñü íà 3-ié Ìiæíàðî-
äíié Àëãåáðà¨÷íié Êîíôåðåíöi¨ â Óêðà¨íi (Ñóìè, ëèïåíü
2001) [36], íà 10-ié Ìiæíàðîäíié Êîíôåðåíöi¨ ç Çîáðà-
æåíü Àëãåáð (ICRA X, Òîðîíòî, ñåðïåíü 2002) [37], íà 4-ié
Ìiæíàðîäíié Àëãåáðà¨÷íié Êîíôåðåíöi¨ â Óêðà¨íi (Ëüâiâ,
ñåðïåíü 2003) [38], íà 5-ié Ìiæíàðîäíié Êîíôåðåíöi¨ â
Óêðà¨íi (Îäåñà, ëèïåíü 2005) [39], íà Âñåóêðà¨íñüêié êîí-
ôåðåíöi¨ ç òåîði¨ ðàäèêàëiâ (Êè¨â, ÷åðâåíü 2006) [40], íà
Êè¨âñüêîìó àëãåáðà¨÷íîìó ñåìiíàði.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî â 8 ïðà-
öÿõ, ç íèõ 3 ñòàòòi - ó ôàõîâèõ íàóêîâèõ âèäàííÿõ [33,
34, 35], 5 - ó ìàòåðiàëàõ òà òåçàõ ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåí-
öié [36, 37, 38, 39, 40].

Òåìà äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ïîâ'ÿçàíà ç òåìàòèêîþ äî-
ñëiäæåíü êàôåäðè ãåîìåòði¨ Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíi-
âåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà, ïiäðîçäië ¾Ãåîìåòðè-
÷íi ñòðóêòóðè òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ¿ äåðæáþäæåòíî¨ òåìè
01ÁÔ038-03 (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0101U002479).

Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ,
âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíî¨ ëiòåðàòóðè, ÿêèé ìi-
ñòèòü 40 íàéìåíóâàíü. Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè ñòàíîâèòü 116
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ñòîðiíîê, ç íèõ 110 ñòîðiíîê îñíîâíîãî çìiñòó i 6 ñòîðiíîê
âèêîðèñòàíèõ äæåðåë.

Ó âñòóïi äàíî êîðîòêèé îãëÿä òåìè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáî-
òè, àêòóàëüíîñòi îáðàíîãî íàïðÿìêó äîñëiäæåíü òà îäåð-
æàíèõ ðåçóëüòàòiâ, íàâåäåíî âiäîìîñòi ïðî ¨õ àïðîáàöiþ
òà ïóáëiêàöi¨. Ó ïåðøîìó ðîçäiëi âèêëàäåíî çàãàëüíi âiäî-
ìîñòi ïðî êàòåãîði¨ òà ìàòðè÷íi çàäà÷i, çîêðåìà, ïðî çî-
áðàæåííÿ ñàãàéäàêiâ, ÷àñòîêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí
òà â'ÿçîê ëàíöþãiâ. Äðóãèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî
áiìîäóëüíèì çàäà÷àì.

Òåîðåìà 11. Ó îïèñàíié ñèòóàöi¨ ïîçíà÷èìî Ã =

El(L, ∂L) i ðîçãëÿíåìî Ã-áiìîäóëü Ñ òà äèôåðåíöiþâà-
ííÿ ∂̃ : Ã → Ñ, âèçíà÷åíi â òàêèé ñïîñiá:

• Ñ(ξ, η) = N(X, Y ), ÿêùî ξ ∈ L(X,X), η ∈ L(Y, Y ).
• ∂̃(f) = f ξ̂ − η̂f − ∂f , ÿêùî f : x → y â êàòåãîði¨

El(L, ∂L).

Òîäi êàòåãîði¨ El(Ñ, ∂̃) òà El(M, ∂) åêâiâàëåíòíi. Öÿ
åêâiâàëåíòíiñòü çàäà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì φ : El(Ñ, ∂̃) →
El(M, ∂), ÿêå ïåðåâîäèòü åëåìåíò x ∈ Ñ(ξ, ξ) â åëåìåíò
x + ξ̂.

Ç öüîãî áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ äîâåäåííÿ ïåðøî¨ ãiïî-
òåçè Áðàóåðà-Òðîëëà äëÿ ëîêàëüíî àðòèíîâèõ áiìîäóëiâ.
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Òåîðåìà 14. ßêùî X0 = Y0, â êàòåãîði¨ El(L, ∂L)

(à òîìó é ó El(M, ∂)) iñíó¹ áåçëi÷ íåiçîìîðôíèõ íåðîç-
êëàäíèõ îá'¹êòiâ, ïðè÷îìó ðîçìiðíîñòi öèõ îá'¹êòiâ íå-
îáìåæåíi. ßêùî, êðiì òîãî, ïîëå k íåñêií÷åííå, iñíó¹
áåçëi÷ ðîçìiðíîñòåé, â êîæíié ç ÿêèõ ¹ áåçëi÷ íåðîçêëà-
äíèõ íåiçîìîðôíèõ îá'¹êòiâ.

Öåé íàñëiäîê i ¹ âëàñíå ïiäñèëåíîþ ãiïîòåçîþ Áðàóåðà-
Òðîëëà äëÿ áiìîäóëüíèõ çàäà÷. Ïiäñèëåííÿ ïîëÿãà¹ â îñòàí-
íüîìó òâåðäæåííi ïðî iñíóâàííÿ áåçëi÷i ðîçìiðíîñòåé.

Çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíî¨ òåõíiêè ìiíiìàëüíèõ ðåçîëü-
âåíò çâiäñè âèâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íà òåîðåìà äëÿ çîáðàæåíü
àëãåáð.

Òåîðåìà 15. Íåõàé Λ � àëãåáðà íàä ëîêàëüíèì íåòå-
ðîâèì êîìóòàòèâíèì êiëüöåì K, ñêií÷åííîïîðîäæåíà
ÿê K-ìîäóëü. ßêùî Λ ìà¹ áåçëi÷ íåiçîìîðôíèõ íåðîçêëà-
äíèõ ìîäóëiâ ñêií÷åííî¨ äîâæèíè (íàä K), òî äîâæèíè
öèõ ìîäóëiâ íåîáìåæåíi. Áiëüø òîãî, ÿêùî iñíó¹ áåçëi÷
íåiçîìîðôíèõ Λ-ìîäóëiâ äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ äîâæèíè, òî
iñíó¹ áåçëi÷ äîâæèí, äëÿ êîæíî¨ ç ÿêèõ ¹ áåçëi÷ íåðîç-
êëàäíèõ íåiçîìîðôíèõ Λ-ìîäóëiâ äàíî¨ äîâæèíè.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ ðîçãëÿíóòî çâàæåíi ÷àñ-
òêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè ñêií÷åíîãî òèïó.

Òåîðåìà 21. ÇÂÌ S ìà¹ ñêií÷åííèé òèï òîäi é ëè-
øå òîäi, êîëè ¨¨ ôîðìà Òiòñà ñëàáî äîäàòíÿ, òîáòî
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QS(x) > 0 äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà x ç íå-
âiä'¹ìíèìè êîîðäèíàòàìè. Ó öüîìó âèïàäêó ðîçìiðíî-
ñòi íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü çáiãàþòüñÿ ç äîäàòíiìè êî-
ðåíÿìè ôîðìè QS i âñi íåðîçêëàäíi çîáðàæåííÿ îäíi¹¨
ðîçìiðíîñòi içîìîðôíi ìiæ ñîáîþ.

Äëÿ äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ìè áóäó¹ìî ó ïiäðîçäiëi
3.2 ôóíêòîðè âiääçåðêàëåíü Σp, äå p � äåÿêèé åëåìåíò
÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè i âñòàíðîâëþ¹ìî òàêi
¨õíi âëàñòèâîñòi:

(1) Âîíè iíâåðñèâíi, òîáòî Σ2
p = id (òîòîæíié ôóí-

êòîð) � Òâåðäæåííÿ 32.
(2) ßêùî ôîðìà Òiòñà ñëàáî äîäàòíÿ, âîíè óçãîäæåíi

ç âiääçåðêàëåííÿìè wp íà ïðîñòîði ðîçìiðíîñòåé,
òîáòî dim(ΣpM) = wp(dim M) � Íàñëiäîê 38.

(3) ßêùî ôîðìà Òiòñà ñëàáî äîäàòíÿ, òî êîæíå íå-
ðîçêëàäíå çîáðàæåííÿ îäåðæó¹òüñÿ ç äåÿêîãî òðè-
âiàëüíîãî çîáðàæåííÿ ïîñëiäîâíèì çàñòîñóâàííÿì
ôóíêòîðiâ âiääçåðêàëåíü � ïóíêò 5 òåîðåìè 35.

Ç öèç âëàñòèâîñòåé, àíàëîãi÷íî [26] âèïëèâà¹ äîâåäåííÿ
Òåîðåìè 20.

×åòâåðòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî çîáðàæåííÿì óçàãàëüíå-
íèõ â'ÿçîê ëàíöþãiâ.
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ßê i ó âèïàäêó çâè÷àéíèõ â'ÿçîê ëàíöþãiâ, çîáðàæåí-
íÿ óçàãàëüíåíèõ â'ÿçîê ëàíöþãiâ ïðèðîäíî áóäóâàòè ðå-
êóðñèâíî, ïî÷èíàþ÷è ç ¾àòîìíèõ çàäà÷¿, òîáòî òàêèõ,
ùî E i F ìàþòü ïî îäíîìó åëåìåíòó. Äëÿ òàêèõ çàäà÷
îïèñ íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü ôàêòè÷íî ìiñòèòüñÿ ó ðî-
áîòi Â.Äëàáà i Ê.Ðiíãåëÿ 1976 ðîêó.

Â ðîáîòi ïîêàçàíî, ùî êîëè ìè ñïðîùó¹ìî àòîìíó ÷à-
ñòèíó â'ÿçêè ëàíöþãiâ X = {E ,F , <,−,∼} i îáìåæó¹ìî
åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ äî òàêèõ, ùî íå çìiíþþòü êà-
íîíi÷íî¨ ôîðìè öi¹¨ ÷àñòèíè, ìè çíîâó îòðèìó¹ìî çîáðà-
æåííÿ (íîâî¨) â'ÿçêè ëàíöþãiâ.

Òåîðåìà 47. Íåðîçêëàäíi çîáðàæåííÿ çíàõîäÿòüñÿ
ó âçà¹ìíî îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi çi ñòðîêîâèìè äà-
íèìè òà ñòði÷êîâèìè äàíèìè ç òî÷íiñòþ äî ïðèðîäíî¨
åêâiâàëåíòíîñòi.

ßê ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ, ç öèõ ðåçóëüòàòiâ îäåðæàíî
îïèñ ñêií÷åíèõ ìîäóëiâ íàä îñîáëèâiñòþ òèïó A1, àáî, ùî
òå ñàìå, íåðîçùåïëþâàíèì àíàëîãîì äiàäè ëîêàëüíèõ äå-
äåêiíäîâèõ êiëåöü. Íàéïðîñòiøèé ïðèêëàä òàêîãî êiëüöÿ
- öå ïiäêiëüöå A êiëüöÿ C[t] ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ íàä ïîëåì
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ðÿäiâ ç äiéñíèì
âiëüíèì ÷èñëîì.
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Ðîçäië 1

ÇÀÃÀËÜÍI ÂIÄÎÌÎÑÒI ÏÐÎ ÌÀÒÐÈ×ÍI
ÇÀÄÀ×I

Ìàòðè÷íi çàäà÷i ç'ÿâèëèñÿ ÿê çàñiá îá÷èñëåííÿ çîáðà-
æåíü íà ïî÷àòêó 70-õ ðîêiâ ìèíóëîãî ñòîði÷÷ÿ. Ïåðøèì
çíà÷íèì ¨õ çàñòîñóâàííÿì äî òåîðåòè÷íèõ ïèòàíü òåîði¨
çîáðàæåíü ñòàëî äîâåäåííÿ ïåðøî¨ ãiïîòåçè Áðàóåðà�Òðîë-
ëà çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó çâåäåííÿ ìàòðèöü ó ðîáîòi
[32]. Õî÷à öþ ãiïîòåçó áóëî ðàíiøå äîâåäåíî â ðîáîòi [13]
ñóòî òåîðåòèêî-ìîäóëüíèìè ìåòîäàìè, ðåçóëüòàò [32] áóâ
iñòîòíî ñèëüíiøèé (i, äî ðå÷i, éîãî äîâåäåííÿ òåîðåòèêî-
ìîäóëüíèìè ìåòîäàìè òàê i íå áóëî îäåðæàíî). Äåÿêèì
íåäîëiêîì ðåçóëüòàòó [32] áóëî òå, ùî àëãîðèòì çâåäåííÿ
ìàòðèöü òàì áóëî ðîçâèíåíî ëèøå äëÿ çàäà÷ íàä àëãåáðè-
÷íî çàìêíåíèì ïîëåì. Òîìó ãiïîòåçà Áðàóåðà�Òðîëëà (ó
ïiäñèëåíié ôîðìi) âèïëèâàëà çâiäñè ëèøå äëÿ äîñêîíàëèõ
ïîëiâ.

1. Êàòåãîði¨ òà ìîäóëi

Â öüîìó ðîçäiëi ìè ââàæàòèìåìî, ùî âñi êàòåãîði¨ òà
àëãåáðè ¹ êàòåãîðiÿìè òà àëãåáðàìè íàä äåÿêèì ôiêñî-
âàíèì ïîëåì k, à âñi ôóíêòîðè òà ãîìîìîðôiçìè ¹ k-
ëiíiéíèìè. Ìè òàêîæ ïèñàòèìåìî Hom , ⊗ , dim, i ò.ií.
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çàìiñòü Homk , ⊗k , dimk, i ò.ií. Äëÿ êîæíî¨ ïiäìíîæèíè
S ⊆ MorA i äâîõ äîâiëüíèõ îá'¹êòiâ x, y ∈ ObA ïîçíà÷è-
ìî S(x, y) = S ∩ A(x, y).

Íàãàäàéìî, ùî êàòåãîðiÿ A çâåòüñÿ öiëêîì àäèòèâ-
íîþ [23], ÿêùî âîíà ¹ àäèòèâíîþ, à êîæåí iäåìïîòåíò â
A ðîçùiïëþ¹òüñÿ (òîáòî âiäïîâiäà¹ ïðÿìîìó ðîçêëàäó).
Ç iíøîãî áîêó ìè íàçèâà¹ìî êàòåãîðiþ A ôóíäàìåíòàëü-
íîþ, ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì óìîâàì:

• âñi ¨¨ îá'¹êòè ïîïàðíî íåiçîìîðôíi;
• äëÿ êîæíîãî îá'¹êòó x â êiëüöi A(x, x) íåìà¹ íå-
òðèâiàëüíèõ iäåìïîòåíòiâ.

Ïîâíà ïiäêàòåãîðiÿ S ⊆ A çâåòüñÿ ñêåëåòîì A, ÿêùî
âîíà ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ òà êîæåí îá'�êò x ∈ A ¹ içî-
ìîðôíèì ÷ëåíó (ñêií÷åíî¨) ïðÿìî¨ ñóìè äåÿêèõ îá'¹êòiâ
ç S.

Öiëêîì àäèòèâíà êàòåãîðiÿ addA çâåòüñÿ öiëêîì àäè-
òèâíîþ îáîëîíêîþ êàòåãîði¨ A, ÿêùî A ¹ ïîâíîþ ïiä-
êàòåãîði¹þ addA i êîæåí îá'¹êò addA ¹ içîìîðôíèì äî
÷ëåíà ïðÿìî¨ ñóìè îá'¹êòiâ A. Âiäîìî (i iíòó¨òèâíî çðî-
çóìiëî), ùî êîæíà êàòåãîðiÿ A ìàþòü öiëêîì àäèòèâíó
îáîëîíêó. Áiëüø òîãî, âñi òàêi îáîëîíêè åêâiâàëåíòíi, i
äëÿ êîæíîãî ôóíêòîðà F : A → C, äå êàòåãîðiÿ C öiëêîì
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àäèòèâíà, iñíó¹ ¹äèíèé (ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìà) ôóí-
êòîð addA → C, ùî ðîçøèðþ¹ F . Ìè ïîçíà÷èìî öå ðîç-
øèðåííÿ òàêîæ ÷åðåç F . Ìè òàêîæ ïèñàòèìåìî A(x, y)

çàìiñòü (addA)(x, y) äëÿ îá'¹êòiâ x, y ç addA.
Âèçíà÷èìî âèçíà÷èìî ðàäèêàë ëîêàëüíî¨ êàòåãîði¨ A

radA ÿê ìíîæèíó íåîáåðòîâíèõ ìîðôiçìiâ. Òàêà ìíî-
æèíà áóäå iäåàëîì â A . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç rad∞A ïåðå-
òèí

⋂∞
k=1(radA)k . ßêùî êàòåãîðiÿ A ìà¹ ëîêàëüíèé ñêå-

ëåò, ìîæíà òàêîæ âèçíà÷èòè ¨¨ ðàäèêàë: çà îçíà÷åííÿì,
a : x → y íàëåæèòü rad(x, y) òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ¨¨
êîìïîíåíòè âiäíîñíî äåÿêèõ (à îòæå âiäíîñíî áóäü-ÿêèõ)
ðîçêëàäiâ x ' ⊕ixi , y ' ⊕jyj , äå xi, yj ∈ Sk A , íàëå-
æàòü rad(xi, yj) .

Îçíà÷åííÿ 1. • A-ìîäóëåì çâåòüñÿ K-ëiíiéíèé
ôóíêòîð M : A → K − Mod. Çàìiñòü M(a)x, äå
x ∈ M(X), à a : X → Y (â êàòåãîði¨ A), ïèøóòü
ax.

• A−B-áiìîäóëåì çâåòüñÿ K-áiëiíiéíèé ôóíêòîð V :

Ao ×B → K −Mod.
Çíîâ-òàêè, ÿêùî x ∈ V (X, Y ), a : X → Y , b :

Y → Y ′, òî çàìiñòü V (ao, b)x) ïèøóòü bxa.
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2. Çîáðàæåííÿ ñàãàéäàêiâ

Ñàãàéäàêîì ìè íàçèâà¹ìî îði¹íòîâàíèé ãðàô, â ÿêîìó
äîçâîëÿþòüñÿ ïåòëi òà ñòðiëêè ìiæ êîæíèìè äâîìà âåð-
øèíàìè. Âîíè øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â òåîði¨ çîáðà-
æåíü: çîáðàæåííÿ V ñàãàéäàêà ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü äî
êîæíî¨ âåðøèíè x âåêòîðíèé ïðîñòið V (x), à äî êîæíî¨
ñòðiëêè a - ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ V (a).

Ìîðôiçì f : V → V ′ ìiæ çîáðàæåííÿìè ñàãàéäàêà Q

öå íàáið ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü f(x) : V (x) → V ′(x) òàêèõ,
ùî äëÿ êîæíî¨ ñòðiëêè âQ ç x â y V ′(a)f(x) = f(y)V (a).
Ìîðôiçì f ¹ içîìîðôiçìîì, ÿêùî f(x) îáåðòîâíå äëÿ âñiõ
âåðøèí x ñàãàéäàêà.

Ç òàêèìè îçíà÷åííÿìè çîáðàæåííÿ ñàãàéäàêà ôîðìó-
þòü êàòåãîðiþ.

ßêùî V òà W - çîáðàæåííÿ ñàãàéäàêà Q, òîäi ïðÿìà
ñóìà öèõ çîáðàæåíü, V ⊕W , âèçíà÷à¹òüñÿ â òàêèé ñïîñiá:
(V ⊕ W )(x) = V (x) ⊕ W (x) äëÿ âñiõ âåðøèí x â Q òà
(V ⊕W )(a) - ïðÿìî¨ ñóìè ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü V (a) òà
W (a).

Ìè íàçèâà¹ìî V íóëüîâèì çîáðàæåííÿì, ÿêùî Vx = 0

äëÿ âñiõ x ∈ Q0. ßêùî V içîìîðôíå äî ïðÿìî¨ ñóìè W⊕Z,
äå W òà Z � íåíóëüîâi çîáðàæåííÿ, òî V çâåòüñÿ ðîç-
êëàäíèì. Iíàêøå V çâåòüñÿ íåðîçêëàäíèì. Êîæíå çîáðà-
æåííÿ ìà¹ ¹äèíèé ðîçêëàä ó ïðÿìó ñóìó íåðîçêëàäíèõ
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çîáðàæåííÿ (ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó òà ïåðåñòàíîâêè
äîäàíêiâ).

Òàêèì ÷èíîì ïðîáëåìà êëàñèôiêàöi¨ çâîäèòüñÿ äî êëà-
ñèôiêàöi¨ íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü.

ßêùî ñàãàéäàê ìà¹ ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü íåðîç-
êëàäíèõ çîáðàæåíü, òî âií çâåòüñÿ ñàãàéäàêîì ñêií÷åííî-
ãî òèïó. ßêùî ¹ íåñêií÷åííî êiëüêiñòü çîáðàæåíü, àëå â
êîæíié ðîçìiðíîñòi âîíè óòâîðþþòü ùîíàéáiëüøå îäíî-
ïàðàìåòðè÷íi ñiìåéñòà, òî ñàãàéäàê âiäíîñÿòü äî ðó÷íîãî
òèïó. ßêùî òåîðiÿ çîáðàæåíü ñàãàéäàêà ùîíàéìåíøå òà-
êà æ ñêëàäíà, ÿê òåîðiÿ çîáðàæåíü ñàãàéäàêà ç ïîäâiéíîþ
ïåòëåþ, ñàãàéäàê âiäíîñÿòü äî äèêîãî òèïó. Äîáðå âiäîìî
[28], ùî â öüîìó âèïàäêó êëàñèôiêàöiÿ çîáðàæåíü äàíîãî
ñàãàéäàêà ìiñòèòü ó ñîái êëàñèôiêàöiþ çîáðàæåíü äîâiëü-
íî¨ ñêií÷åííîïîðîäæåíî¨ àëãåáðè i òîìó íå ìîæíà î÷iêó-
âàòè íà ïðèñòîéíèé îïèñ öèõ çîáðàæåíü. Öi îçíà÷åííÿ,
çâè÷àéíî, íå ¹ ôîðìàëüíèìè, àëå äîñòàòíüî iíòó¨òèâíî
ÿñíèìè. Ìè íå áóäåìî íàâîäèòè òî÷íèõ îçíà÷åíü (äèâ.
íàïðèêëàä [28]), äîñòàòíüî çíàòè, ùî êîæåí ñàãàéäàê àáî
ìà¹ ñêií÷åíèé òèï, àáî äèêèé, àáî ðó÷íèé. (Öå âiðíî âçà-
ãàëi äëÿ øèðîêîãî êëàñó ìàòðè÷íèõ çàäà÷ � òàê çâàíèõ
çàáðàæåíü áîêñiâ [28].

Êðèòåðié ñêií÷åííîñòi äëÿ çîáðàæåíü ñàãàéäàêiâ óïåð-
øå âèâiâ Ï. �àáðiåëü [31].
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Òåîðåìà 2 (Òåîðåìà �àáðiåëÿ). (1) Ñàãàéäàê ìà¹
ñêií÷åíèé òèï òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ãðàô, ùî
ëåæèòü â éîãî îñíîâi (ÿêùî ìè îïóñòèìî îði¹í-
òàöiþ ñòðiëîê) ¹ íåçâ'ÿçíèì îá'¹äíàííÿì äiàãðàì
Äèíêiíà òèïiâ An, Dn, E6, E7, E8.

(2) Öi íåðîçêëàäíi çîáðàæåííÿ çíàõîäÿòüñÿ ó âçà¹ì-
íî îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíiñòi iç äîäàòíiìè êîðå-
íÿìè âiäïîâiäíî¨ äiàãðàìè Äèíêiíà.

Ïðèáëèçíî îäíî÷àñíî ç òèì, ÿê �àáðiåëü äîâiâ öþ òå-
îðåìó, Êàö òà Ìóäi çðîáèëè óçàãàëüíåííÿ êîðåíåâèõ ñè-
ñòåì òà âiäïîâiäíèõ àëãåáð Ëi äëÿ Êàðòàíîâèõ ìàòðèöü
äîâiëüíèõ ñàãàéäàêiâ. Ó 1980 ðîöi Êàö äîâiâ íàñòóïíó òå-
îðåìó.

Òåîðåìà 3 (Òåîðåìà Êàöà). Äëÿ äîâiëüíîãî ñàãàéäàêà
Q, ìíîæèíà âåêòîðiâ ðîçìiðíîñòåé íåðîçêëàäíèõ çîáðà-
æåíü Q íå çàëåæèòü âiä îði¹íòàöi¨ ñòðiëîê â Q. Âåêòî-
ðè ðîçìiðíîñòåé íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü âiäïîâiäàþòü
äîäàòíiì êîðåíÿì âiäïîâiäíî¨ êîðåíåâî¨ ñèñòåìè.

Â òåîði¨ Êàöà�Ìóäi ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ðîçäiëåííÿ íà äiéñíi òà
óÿâíi êîðåíi. Â òåîðåìi Êàöà äiéñíi êîðåíi âiäïîâiäàþòü
âåêòîðàì ðîçìiðíîñòåé, äëÿ ÿêèõ ¹ òî÷íî îäíå íåðîçêëà-
äíå çîáðàæåííÿ, à óÿâíi êîðåíi � âåêòîðàì ðîçìiðíîñòåé,
äëÿ ÿêèõ ¹ öiëi ñiìåéñòâà íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü.
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Çâ'ÿçîê ç òåîði¹þ àëãåáð Ëi òà àëãåáðà¨÷íèõ ãðóï ìî-
æíà çíà÷íî ðîçøèðèòè. Òàê Ðiíãåëü ïîêàçàâ, ÿê ìîæíà
ñêîíñòðóþâàòè âåðõíþ òðèêóòíó ÷àñòèíó îáãîðòóþ÷î¨ àë-
ãåáðè ïðîñòî¨ àëãåáðè Ëi ç çîáðàæåíü âiäïîâiäíîãî ñàãàé-
äàêà Äèíöiíà Q, âèêîðèñòîâóþ÷è àëãåáðó Õîëëà, àñîöi-
éîâàíó ç Q. Çâ'ÿçîê ìiæ çîáðàæåííÿìè ñàãàéäàêiâ òà êà-
íîíi÷íèìè áàçàìè êâàíòîâèõ ãðóï òàêîæ äîñëiäæó¹òüñÿ.

Òåîðåìà Êàöà îïèñó¹ âåêòîðè ðîçìiðíîñòåé, â ÿêèõ ç'ÿâ-
ëÿþòüñÿ íåðîçêëàäíi çîáðàæåííÿ. Íàæàëü, öÿ òåîðåìà íå
äà¹ íàì iíñòðóêöi¨, ÿê ñàìå êîíñòðóþâàòè íåðîçêëàäíi çî-
áðàæåííÿ.

Áåðíøòåéí, �åëüôàíä òà Ïîíîìàðüîâ ïîáóäóâàëè ôóí-
êòîðè âiääçåðêàëåíü Fi äëÿ êîæíî¨ + àáî − âåðøèíè ç
âëàñòèâîñòÿìè dim FiM = wi(dim M), äå wi - âiääçåðêà-
ëåííÿ âiäíîñíî QΓ, ÿêå âiäïîâiäà¹ i-ié êîîðäèíàòi. Çà äî-
ïîìîãîþ öèõ ôóíêòîðiâ âîíè äàëè íîâå äîâåäåííÿ òåîðå-
ìè �àáðiåëÿ i äîâîïíèëè ¨¨ òâåðäæåííÿì ïðî òå, ùî êîæíå
íåðîçêëàäíå çîáðàæåííÿ ìîæíà îòîäåðæàòè ç òðèâiàëü-
íîãî çà äîïîìîãîþ ïîñëiäîâíîãî çàñòîñóâàííÿ ôóíêòîðiâ
âiääçåðêàëåíü. Òóò òðèâiàëüíèìè çâóòüñÿ çîáðàæåííÿ,
äëÿ ÿêèõ îäèí iç ïðîñòîðiâ V (x) îäíîâèìiðíèé, à âñi iíøi
� íóëüîâi.
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Äëàá òà Ðiíãåëü äîâåëè àíàëîã òåîðåìè �àáðiåëÿ òà òå-
îðåìè Áåðíøòåéíà��åëüôàíäà�Ïîíîìàðüîâà äëÿ âèïàä-
êó, êîëè â çîáðàæåíÿõ áåðóòü ó÷àñòü ðîçøèðåííÿ îñíîâ-
íîãî ïîëÿ. Â öüîìó âèïàäêó òåæ óçàãàëüíåíèé ñàãàéäàê
ìà¹ ñêií÷åííî çîáðàæóâàëüíèé òèï òîäi é ëèøå òîäi, êî-
ëè éîãî ôîðìà Òiòñà ¹ äîäàòíüî âèçíà÷åíîþ, àáî, ùî òå
ñàìå, âií ¹ íåçâiäíèì îá'¹äíàííÿì ñõåì Äèíêiíà (òóò âæå,
ìîæëèâî, ç êðàòíèìè ðåáðàìè).

3. Çîáðàæåííÿ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí

Íàãàäà¹ìî, ùî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà öå ïà-
ðà (P ; 6), â ÿêié P - ìíîæèíà, à6 - âiäíîøåííÿ íà P ,
ÿêå

• ðåôëåêñèâíå: a 6 a äëÿ âñiõ a ∈ P ;
• òðàíçèòèâíå: ÿêùî a 6 b òà b 6 c òî a 6 c; òà
• àíòèñèìåòðè÷íå: ÿêùî a 6 b òà b 6 a òî a = b.

Òàêå âiäíîøåííÿ çâåòüñÿ ÷àñòêîâèì âïîðÿäêóâàííÿì (àáî
ïîðÿäêîì).

Îçíà÷åííÿ 4. (1) Çîáðàæåííÿì V ÷àñòêîâî âïî-
ðÿäêîâàíú ìíîæèíè (P, 6) çâåòüñÿ íàáið, ÿêèé ñêëà-
äà¹òüñÿ ç âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V (0) i éîãî ïiäïðî-
ñòîðiâ V (x), x ∈ P òàêèõ, ùî êîëè x 6 y, òî òàêîæ
V (x) ⊆ V (y).
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(2) Ãîìîìîðôiçì çîáðàæåííÿ V ó çîáðàæåííÿ W �
öå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ φ : V (0) → W (0) òàêå,
ùî φ(V (x)) ⊆ W (x) äëÿ âñiõ x ∈ P .

(3) Ïðÿìà ñóìà çîáðàæåíü V òà W � öå òàêå çîáðà-
æåííÿ V ⊕W , ùî (V ⊕W )(x) = V (x)⊕W (x) äëÿ
x = 0 i äëÿ êîæíîãî x ∈ P .

Òàê ñàìî, ÿê i äëÿ ñàãàéäàêiâ, çîáðàæåííÿ ÷àñòêîâî
âïîðÿäêîâàí¨ ìíîæèíè óòâîðþþòü öiëêîì àäèòèâíó (íà-
âiòü ëîêàëüíó) êàòåãîðiþ i êîæíå çîáðàæåííÿ îäíîçíà-
÷íî ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìó ñóìó íåðîçêëàäíèõ. Êàæóòü,
ùî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ìà¹ ñêií÷åííèé òèï,
ÿêùî âîíà ìà¹ ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü íàðîçêëàäíèõ
íåiçîìîðôíèõ çîáðàæåíü. Ó ðîáîòi [6] Êëåéíåð äîâiâ íà-
ñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5 (Êðèòåðié Êëåéíåðà). ×àñòêîâî âïîðÿä-
êîâàíà ìíîæèíà S ìà¹ ñêií÷åíî çîáðàæóâàëüíèé òèï
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíà íå ìiñòèòü æîäíî¨ ç ï'ÿ-
òè ïiäìíîæèí, ïðåäñòàâëåíèõ ó òàáëèöi 1.

Öi ïiäìíîæèíè íàçèâàþòüñÿ êðèòè÷íèìè.
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Òàáë. 1. Êðèòè÷íi ìíîæèíè

C1 : C2 : C3 :

• • • •
• • •
• • •

• •
• •

• • •

C4 : C5 :

•

‘ •

•
• •

• • •

•
•

•
GGGGGGGGGG • •

• • •

Ó ðîáîòàõ [3, 26] Äðîçä ïîáóäóâàâ äëÿ çîáðàæåíü ÷àñ-
òêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí ôóíêòîðè âiääçåðêàëåíü i
ôóíêòîðè Êîêñåòåðà i äîâiâ ðåçóëüòàòè, àíàëîãi÷íi ðå-
çóëüòàòàì Áåðíøòåéíà��åëüôàíäà�Ïîíîìàðüîâà. Ïðè öüî-
ìó, ùîá ïîáóäóâàòè âñi ôóíêòîðè âiääçåðêàëåíü, äîâåëî-
ñÿ óçàãàëüíèòè êëàñ ðîçãëÿäóâàíèõ çàäà÷. Ñàìå, ó ðîáîòi
[26] áóëè ââåäåíi çîáðàæåííÿ ïåðåðiçàíèõ ÷àñòêîâî âïî-
ðÿäêîâàíèõ ìíîæèí (ÏÂÌ). Ïiä öèì ðîçóìi¹òüñÿ ðîçáèò-
òÿ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè P = P+ ∪ P− íà äâi
ìíîæèíè áåç ñïiëüíèõ åëåìåíòiâ òàêå, ùî êîëè x ∈ P+ i
x < y, òî òàêîæ y ∈ P+. Ç òàêèì ðîçáèòòÿì ïîâ'ÿçàíà
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ìàòðè÷íà çàäà÷à. Ñàìå, çîáðàæåííÿ òàêî¨ ÏÂÌ çàäà¹-
òüñÿ íàáîðîì âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ M(x), x ∈ P òà M(0)

i íàáîðîì ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü f(x) : M(x) → M(0) äëÿ
x ∈ P− i f(x) : M(0) → M(x) äëÿ x ∈ P+, ïðè÷îìó
ÿêùî x < y, x ∈ P−, y ∈ P+, ìóñèòü áóòè f(y)f(x) = 0.
Ãîìîìîðôiçì çîáðàæåííÿ M ó çîáðàæåííÿ M ′ ñêëàäà¹-
òüñÿ ç ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü φ(x) : M(x) → M ′(x), çà-
äàíèõ äëÿ âñiõ x ∈ P̂ = P ∪ { 0 }, i âiäîáðàæåíü φ(xy) :

M(x) → M ′(y), çàäàíèõ äëÿ âñiõ ïàð (x, y), äå x < y i àáî
x, y ∈ P+, àáî x, y ∈ P−, ïðè÷îìó

φ(0)f(x) = f ′(x)φ(x) +
∑
y<x

f ′(y)φ(yx) äëÿ êîæíîãî x ∈ P−,

f ′(x)φ(0) = φ(x)f(x)−
∑
x<y

φ(xy)f(y) äëÿ êîæíîãî x ∈ P+.

Ïðèïóñòèìî, ùî P = P−, P+ = ∅. Êîæíå çîáðàæå-
ííÿ V (ó çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi) ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâà-
íîú ìíîæèíè P ìîæíà ïåðåòâîðèòè íà çîáðàæåííÿ M

òàêî¨ ÏÂÌ. Ñàìå, ïîêëàäåìî M(0) = V (0), à çà M(x), äå
x ∈ P , âiçüìåìî ÿêåñü äîïîâíåííÿ ïðîñòîðó V (x) äî éîãî
ïiäïðîñòîðó

∑
y<x V (y). Çà âiäîáðàæåííÿ f(x) ïðèéìåìî

çàíóðåííÿ M(x) ó M(0). Î÷åâèäíî, â òàêèé ñïîñiá îäåð-
æóþòüñÿ âñi çîáðàæåííÿ ÏÂÌ P (ç P+ = ∅), â ÿêèõ âñi
âiäîáðàæåííÿ f(x) ¹ ìîíîìîðôiçìàìè. Ìîæíà ïåðåâiðèòè
(äèâ. [3]), ùî ïðè öüîìó içîìîðôíi âiäîáðàæåííÿ ïåðåõî-
äÿòü â içîìîðôíi, à íåðîçêëàäíi � â íåðîçêëàäíi. �äèíå
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íåðîçêëàäíå çîáðàæåííÿ ÏÂÌ, ÿêå íå ìîæíà òàê îòðè-
ìàòè � öå òðèâiàëüíå çîáðàæåííÿ, â ÿêîìó V (0) îäíîâè-
ìiðíå, à âñi V (x) (x ∈ P ) � íóëüîâi. Îòæå, ç òî÷êè çîðó
êëàñèôiêàöi¨ çîáðàæåíü, çîêðåìà, çîáðàæóâàëüíîãî òèïó,
öi çàäà÷i ðiâíîñèëüíi.

Ïåðåâàãà çîáðàæåíü ÏÂÌ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äëÿ íèõ
ó ðîáîòi [26] áóëè ïîáóäîâàíi âñi ôóíêòîðè âiääçåðêàëåíü
Σx, x ∈ P̂ . Ïðè öüîìó, ÿêùî M � çîáðàæåííÿ ÏÂÌ
P = P− ∪ P+, òî çíà÷åííÿ ΣpM âèçíà÷åíå, ÿêùî àáî
x � ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò ó P−, àáî ìiíiìàëüíèé åëå-
ìåíò ó P+, àáî x = 0 i îäíà ç ìíîæèí P± ïîðîæíÿ. Ïðè
öüîìó ΣpM ¹ çîáðàæåííÿì íîâî¨ ÏÂÌ (ç òèì ñàìèì P ):
ó ïåðøîìó âèïàäêó åëåìåíò x ïåðåíîñèòüñÿ ç P− äî P+,
ó äðóãîìó � íàâïàêè, ó îñòàííüîìó P− òà P+ ìiíÿþòüñÿ
ìiñöÿìè.

Öi ôóíêòîðè ìàþòü òi ñàìi âëàñòèâîñòi, ùî é ôóíêòîðè
Áåðíøòåéíà��åëüôàíäà�Ïîíîìàðüîâà, à ñàìå:

(1) Âîíè iíâåðñèâíi: Σ2
pM ' M .

ßêùî æ ôîðìà Òiòñà ìíîæèíè P ¹ ñëàáî äîäà-
òíüîþ, òî òàêîæ

(2) dim ΣpM = wp dim M .

Òóò dim M ïîçíà÷à¹ âåêòîð (dim M(x) |x ∈ P̂ ), ôîðìà
Òiòñà � öå êâàäðàòè÷íà ôîðìà íà ïðîñòîði âñiõ òàêèõ
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âåêòîðiâ:

QP (d) =
∑

x∈P̂

d2
x +

∑
x<y

dxdy −
∑

x∈P

d0dx.

Öÿ ôîðìà çâåòüñÿ ñëàáî äîäàòíüîþ, ÿêùî Qp(d) > 0 äëÿ
êîæíîãî âåêòîðà d 6= 0 ç íåâiä'¹ìíèìè êîîðäèíàòàìè.

Çâiäñè âèâîäèòüñÿ (çíîâ-òàêè, àíàëîãi÷íî [1])

Òåîðåìà 6. [3, 26] ÏÂÌ P ìà¹ ñêií÷åííèé òèï òî-
äi é ëèøå òîäi, êîëè ôîðìà Òiòñà QP ñëàáî äîäàòíÿ.
Ó öüîìó âèïàäêó íåðîçêëàäíi çîáðàæåííÿ çíàõîäÿòüñÿ
ó âçà¹ìíî îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi ç äîäàòíiìè êîðå-
íÿìè ôîðìè QP . Êðiì òîãî, âñi íåðîçêëàäíi çîáðàæåí-
íÿ îäåðæóþòüñÿ ç òðèâiàëüíèõ ïîñëiäîâíèì çàñòîñóâà-
ííÿì ôóíêòîðiâ âiääçåðêàëåíü.

4. Çîáðàæåííÿ â'ÿçîê ëàíöþãiâ

Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí âàæëèâèé êëàñ ìàòðè÷íèõ çàäà÷
� çîáðàæåííÿ â'ÿçîê ëàíöþãiâ. Íà âiäìiíó âiä ðîáîòè
Áîíäàðåíêà [2], ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òåðìií "â'ÿç-
êà ëàíöþãiâ"çàìiñòü "â'ÿçêà íàïiâëàíöþãîâèõ ìíîæèí".
Ïðè÷èíà âèïëèâà¹ ç ïîðiâíÿííÿ íàøèõ îçíà÷åíü.

Îçíà÷åííÿ 7. Â'ÿçêà ëàíöþãiâ X ñêëàäà¹òüñÿ ç:

• Iíäåêñíî¨ ìíîæèíè I, ÿêó ìè ââàæàòèìåìî ñêií-
÷åííîþ ÷è çëi÷åíîþ

• Äëÿ êîæíîãî i ∈ I, äâîõ ëàíöþãiâ (ëiíiéíî âïîðÿä-
êîâàíèõ ìíîæèí) Ei òà Fi.
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Ìè ïîêëàäåìî E =
⋃

i∈I Ei, F =
⋃

i∈I Fi òà |X| =

E ∪ F.
• Ñèìåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ ∼ (íå åêâiâàëåíòíîñòi)
íà |X|, òàêîãî ùî äëÿ êîæíîãî x iñíó¹ ìàêñèìàëüíî
îäèí y äëÿ ÿêîãî x ∼ y (ìîæëèâî x = y).

Ìè âèçíà÷à¹ìî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ≈ íà |X| ó
òàêèé ñïîñiá, ùî x ≈ y òîäi é ëèøå òîäi, êîëè x = y

àáî x ∼ y, i ïîêëàäà¹ìî X̃ = |X|/ ≈. Ìè ïèñàòèìåìî
x − y, ÿêùî iñíó¹ iíäåêñ i ∈ I òàêèé, ùî x ∈ Ei, y ∈ Fi

àáî íàâïàêè. Äëÿ êîæíîãî x ∈ |X| òàêîãî, ùî x ∼ x ìè
ââîäèìî äâà íîâèõ åëåìåíòè x′, x′′ i ïîêëàäà¹ìî X∗ =

(|X|\{x | x ∼ x })∪{ x′, x′′ | x ∼ x }. Ìè ïiäðîçäiëÿ¹ìî X∗

íà E∗ =
⋃

i E
∗
i òà F∗ =

⋃
i F

∗
i , ÿêi ¹ îáðàçàìè Ei i Fi; íàïðè-

êëàä x′ òà x′′ ëåæàòü â E∗i ÿêùî x ∈ Ei. Ìè ðîçãëÿäà¹ìî
óïîðÿäêóâàííÿ < íà |X|, ÿêå ¹ îá'¹äíàííÿì óïîðÿäêóâàíü
íà âñiõ Ei òà Fi, i ðîçøèðþ¹ìî éîãî, òàê ñàìî ÿê i âiäíî-
øåííÿ −, íà X∗ òàê, ùî êîæåí �íîâèé� åëåìåíò x′ àáî x′′

íàñëiäó¹ âñi âiäíîøåííÿ, ÿêi ìà¹ åëåìåíò x. Íàïðèêëàä,
x′ < y, y ∈ |X| îçíà÷à¹, ùî x < y; x′′−z′ îçíà÷à¹, ùî x−z,
i ò.ä. Âiäçíà÷èìî, ùî åëåìåíòè x′, x′′ çàâæäè ¹ íåïîðiâíþ-
âàíèìè. Ç iíøîãî áîêó, ìè ïîøèðþ¹ìî åêâiâàëåíòíiñòü ≈
íà X∗ ó òðèâiàëüíèé ñïîñiá (êîæåí íîâèé åëåìåíò x′ àáî
x′′ ¹ ¹äèíèì â ñâî¹ìó ≈-êëàñi) i ïîêëàäà¹ìî X̃∗ = X∗/ ≈.
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Â'ÿçêà ëàíöþãiâ X ïîðîäæó¹ áiìîäóëüíó çàäà÷ó. À ñà-
ìå, ìè ôiêñó¹ìî ïîëå k i âèçíà÷à¹ìî k-êàòåãîðiþ A =

A(X) i A-áiìîäóëü U = U(X) ó íàñòóïíèé ñïîñiá:

• ObA = X̃∗.
• ßêùî a, b - äâà êëàìè åêâiâàëåíòíîñòi, òî áàçèñ
ïðîñòîðó ìîðôiçìiâ A(a, b) ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåí-
òiâ pyx ç x ∈ a, y ∈ b, x < y i, ÿêùî a = b, òîòî-
æíüîãî ìîðôiçìó 1x.

• Ìíîæåííÿ çàäà¹òüñÿ ïðàâèëîì pzypyx = pzx ÿêùî
z < y < x, à âñi iíøi äîáóòêè ¹ íóëüîâèìè.

• Áàçèñ U(a, b) ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ uyx ç y ∈
b ∩ E∗, x ∈ a ∩ F∗, x− y.

• Äiÿ A íà U çàäà¹òüñÿ ïðàâèëîì pzyuyx = uzx ÿêùî
y < z; uyxpxt = uyt ÿêùî x < t, âñi iíøi äîáóòêè ¹
íóëüîâèìè.

Êàòåãîðiÿ çîáðàæåíü â'ÿçêè X íàä ïîëåì k âèçíà÷à-
¹òüñÿ òîäi ÿê êàòåãîðiÿ El(U) åëåìåíòiâ öüîãî áiìîäóëÿ.
Iíàêøå êàæó÷è, çîáðàæåííÿ ¹ ìíîæèíîþ M áëî÷íèõ ìà-
òðèöü

Mi =




. . . . . . . . . . . . .

. . . Mxy . . .

. . . . . . . . . . . . .


 ,

äå i ∈ I, x ∈ E∗i , y ∈ F∗i , Mxy ∈ Mat(nx × ny,k), òàêèõ,
ùî ç x ≈ y âèïëèâà¹ nx = ny. Äâà çîáðàæåííÿ ¹ içîìîð-
ôíèìè òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ¨õ ìîæíà îòðèìàòè îäíå
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ç äðóãîãî ÷åðåç ïîñëiäîâíiñòü íàñòóïíèõ åëåìåíòàðíèõ
ïåðåòâîðåíü:

• åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ (àáî ñòîâï÷èêiâ)
â êîæíié ãîðèçîíòàëüíié (âåðòèêàëüíié) ñìóçi; öå
îçíà÷à¹, ùî ïåðåòâîðåííÿ çàñòîñîâóþòüñÿ îäíî÷à-
ñíî â óñiõ ìàòðèöÿõ Mxy ç ôiêñîâàíèì x (àáî, âiä-
ïîâiäíî, y); áiëüø òîãî, ÿêùî x ≈ z, òî ïåðåòâîðå-
ííÿ â ñìóçi x ìà¹ áóòè òàêèì ñàìèì, ÿê ïåðåòâîðå-
ííÿ â ñìóçi z (çâè÷àéíî, ÿêùî îäíà ç öèõ ñìiã ãî-
ðèçîíòàëüíà, à iíøà âåðòèêàëüíà, �òàêi ñàìi� ñëiä
çàìiíèòè íà �êîíòðàãðåäi¹íòíi�);

• ÿêùî x < y, òî äîáóòîê äîâiëüíîãî ðÿäêà (àáî
ñòîâï÷èêà) iç ñìóãè x íà ñêàëÿð ìîæå äîäàâàòèñü
äî ðÿäêiâ (àáî ñòîâï÷èêiâ) ñìóãè y.

Îïèñ íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü áàçó¹òüñÿ íà êîìáiíà-
òîðèöi ñòðóí òà ñòði÷îê.

Îçíà÷åííÿ 8. Íåõàé X = { I, Ei, Fi,∼} â'ÿçêà ëàí-
öþãiâ.

(1) X-ñëîâî öå ïîñëiäîâíiñòü w = x1r1x2r2x3 . . . rm−1xm,
äå xk ∈ |X| òà rk ∈ {∼,−}, òàêi, ùî äëÿ âñiõ ìî-
æëèâèõ çíà÷åíü k

(a) xkrkxk+1 â |X|.
(b) rk 6= rk+1.
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Ìè íàçèâàòèìåìî m äîâæèíîþ ñëîâà w. Ìîæëèâà
ñèòóàöiÿ m = 1, òîáòî w = x äëÿ äåÿêîãî x ∈ |X|.
Åëåìåíòè x1 òà xm çâóòüñÿ êiíöÿìè ñëîâà w.

(2) Ìè íàçèâàòèìåìî X-ñëîâî ïîâíèì, ÿêùî çàâæäè,
êîëè x1 íå ¹ ¹äèíèì åëåìåíòîì â ñâî¹ìó ≈-êëàñi,
îáîâ'ÿçêîâî r1 =∼, à çàâæäè, êîëè xm íå ¹ ¹äèíèì
åëåìåíòîì â ñâî¹ìó ≈-êëàñi, rm−1 =∼.

(3) Ìè ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç w∗ ïðîòèëåæíå ñëîâî
xmrm−1xm−1 . . . r1x1 i íàçèâàòèìåìî X-ñëîâî ñèìå-
òðè÷íèì, ÿêùî w = w∗. Ìè íàçèâàòèìåìî w êâà-
çiñèìåòðè÷íèì, ÿêùî éîãî ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó
ôîðìi v ∼ v∗ ∼ v ∼ v∗ ∼ · · · ∼ v, äå v - êîðîòøå
ñëîâî.

(4) Ìè íàçèâàòèìåìî êiíåöü x1 (xm) ñëîâà w îñîáëè-
âèì, ÿêùî x1 ∼ x1 òà r1 =− (âiäïîâiäíî xm ∼ xm

òà rm−1 =−). Ìè íàçèâàòèìåìî ñëîâî w

• çâè÷àéíèì, ÿêùî æîäåí ç éîãî êiíöiâ íå ¹ îñî-
áëèâèì;

• îñîáëèâèì, ÿêùî îäèí ç éîãî êiíöiâ ¹ îñîáëè-
âèì;

• áiîñîáëèâèì, ÿêùî îáèäâà éîãî êiíöi ¹ îñîáëè-
âèìè.

Çàóâàæèìî, ùî îñîáëèâå ñëîâî íiêîëè íå ìîæå áó-
òè ñèìåòðè÷íèì, áiñïåöiàëüíå ñëîâî çàâæäè ¹ ïîâ-
íèì, êâàçiñèìåòðè÷íå ñëîâî çàâæäè ¹ áiîñîáëèâèì.
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(5) ßêùî r1 = rm−1 =∼ i xm−x1 â X, ìè íàçèâàòèìåìî
w X-öèêëîì. Çàçíà÷èìî, ùî â öüîìó âèïàäêó m

çàâæäè ïàðíå. Äëÿ öèêëó w ïîêëàäiìî rm = − òà
xqm+k = xk, rqm+k = rk äëÿ öiëèõ q, k.

(6) Ìè íàçèâàòèìåìî X-öèêëw = x1r1x2r2x3 . . . rm−1xm

íåïåðiîäè÷íèì, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòüx1r1x2r2 . . . xmrm

íåìîæëèâî ïåðåïèñàòè ÿê íèçêó vv . . . v êîðîòøèõ
ïîñëiäîâíîñòåé v.

(7) k-èé çñóâ öèêëà w âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê öèêë w[k] =

xk+1rk+1xk+2 . . . rk−1xk äëÿ äåÿêîãî ïàðíîãî öiëîãî
0 6 k < m. Ìè íàçèâàòèìåìî íåïåðiîäè÷íèé öèêë
w ñèìåòðè÷íèì, ÿêùî w∗ = w[k] äëÿ äåÿêîãî k.
(Çàçíà÷èìî, ùî w[k] = w[l] ç k 6= l ¹ íåìîæëèâèì,
ÿêùî öèêë w íåïåðiîäè÷íèé.)

(8) Äëÿ öèêëà w i ïàðíîãî öiëîãî 0 6 k < m âèçíà-
÷èìî ν(k, w) ÿê êiëüêiñòü ïàðíèõ öiëèõ 0 6 i 6 k

òàêèõ, ùî xi−1 òà xi íàëåæàòü E àáî F îäíî÷àñíî.

Îçíà÷åííÿ 9. (1) Çâè÷àéíèìè ñòðóííèìè äàíè-
ìè ¹ íåñèìåòðè÷íå ïîâíå çâè÷àéíå ñëîâî.

(2) Îñîáëèâèìè ñòðóííèìè äàíèìè ¹ ïàðà (w, δ), äå
w - îñîáëèâå ïîâíå ñëîâî i δ ∈ {+,−}.

(3) Áiîñîáëèâèìè ñòðóííèìè äàíèìè ¹ ÷åòâiðêà (w,m, δ1, δ2),
äå w - áiîñîáëèâå ñëîâî, ÿêå íå ¹ àíi ñèìåòðè÷íèì,
íi êâàçiñèìåòðè÷íèì, m ∈ N òà δi ∈ {+,−}.
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(4) Ñòði÷êîâèìè äàíèìè ¹ ïàðà (w, f), äå w - íåïåði-
îäè÷íèé öèêë, à f ∈ k[t] - ïðèìàðíèé ìíîãî÷ëåí
íàä ïîëåì k, òîáòî ñòóïiíü íåðîçêëàäíîãî ìíîãî-
÷ëåíà çi ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1, òàêèé, ùî f(0) 6=
0, à ÿêùî w ñèìåòðè÷íå, òî ùå é f(1) 6= 0. ßêùî
ïîëå k ¹ àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì i f = (t− λ)d, ìè
ïèñàòèìåìî (w, d, λ) çàìiñòü (w, f).

(5) Íàñòóïíi ñòðóííi äàíi çâóòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè:
(a) çâè÷àéíi ñòðóííi äàíi w òà w∗;
(b) îñîáëèâi ñòðóíi äàíi (w, δ) òà (w∗, δ);
(c) áiîñîáëèâi ñòðóíi äàíi (w, m, δ1, δ2) òà (w∗,m, δ2, δ1).

(6) Äâà íàáîðè ñòði÷êîâèõ äàíèõ çâóòüñÿ åêâiâàëåí-
òíèìè, ÿêùî âîíè ìîæóòü áóòè îòðèìàíi îäíi ç
îäíèõ ÷åðåç ïîñëiäîâíiñòü íàñòóïíèõ ïåðåòâîðåíü:
(a) çàìiíà (w, f) íà (w[k], f), ÿêùî ν(k, w) ïàðíå;
(b) çàìiíà (w, f) íà (w[k], α−1tdf(1/t)), äå d = deg f

i α = f(0), ÿêùî ν(k, w) íåïàðíå;
(c) çàìiíà (w, f) íà (w∗, f).
Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî f(t) = (t−λ)d, òî α−1tdf(1/t) =

(t− λ−1)d.

Òåïåð ìîæíà ñôîðìóëþâàòè îñíîâíó òåîðåìó ïðî â'ÿç-
êè ëàíöþãiâ.
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Òåîðåìà 10. Iñíó¹ âçà¹ìíîîäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü
ìiæ êëàñàìè içîìîðôiçìó íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü â'ÿ-
çîê ëàíöþãiâ i êëàñàìè åêâiâàëåíòíîñòi ñòðóííèõ òà
ñòði÷êîâèõ äàíèõ.

Ìè íàçèâà¹ìî íåðîçêëàäíi çîáðàæåííÿ, ùî âiäïîâiä-
àþòü çâè÷àéíèì ñòðóííèì äàíèì (îñîáëèâèì ñòðóííèì
äàíèì, áiîñîáëèâèì ñòðóííèì äàíèì, ñòði÷êîâèì äàíèì)
çâè÷àéíi ñòðóíè (àáî, âiäïîâiäíî, îñîáëèâi ñòðóíè, áiîñî-
áëèâi ñòðóíè, ñòði÷êè).
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Ðîçäië 2

ÁIÌÎÄÓËÜÍI ÇÀÄÀ×I ÍÀÄ ÊIËÜÖßÌÈ

1. Áiìîäóëüíi êàòåãîði¨. Òåîðåìà ðåäóêöi¨

Íàãàäà¹ìî äåÿêi îçíà÷åííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç áiìîäóëüíèìè
êàòåãîðiÿìè [21, 28]. Óñi êàòåãîði¨ òà àëãåáðè, ÿêi ìè ðîç-
ãëÿäà¹ìî, ¹ êàòåãîðiÿìè òà àëãåáðàìè íàä äåÿêèì ôiêñî-
âàíèì êîìóòàòèâíèì êiëüöåì K. Íåõàé A � äåÿêà êàòå-
ãîðiÿ, M � äåÿêèé A-áiìîäóëü, òîáòî áiàäèòèâíèé áiôóí-
êòîð M : A◦×A → Ab (êàòåãîðiÿ àáåëåâèõ ãðóï). Äèôå-
ðåíöiþâàííÿì ∂ êàòåãîði¨ A äî áiìîäóëÿ M çâåòüñÿ íàáið
K-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü ∂(X,Y ) : A(X, Y ) → M(X, Y ),
ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ïðàâèëó Ëÿéáíiöà: ∂(ab) = (∂a)b +

a(∂b). ßêùî çàäàíî áiìîäóëü M òà äèôåðåíöiþâàííÿ ∂,
áiìîäóëüíà êàòåãîðiÿ El(M, ∂) âèçíà÷à¹òüñÿ â òàêèé ñïî-
ñiá.

• Ìíîæèíîþ îá'¹êòiâ êàòåãîði¨ El(M, ∂) ¹ îá'¹äíà-
ííÿ ìíîæèí åëåìåíòiâ

⊔
X∈ObA M(X,X).

• Ìîðôiçìîì îá'¹êòà x ∈ M(X, X) â îá'¹êò y ∈
M(Y, Y ) çâåòüñÿ òàêèé ìîðôiçì f ∈ A(X,Y ), ùî
fx = yf +∂f (çàóâàæèìî, ùî âñi åëåìåíòè ç îñòàí-
íüî¨ ðiâíîñòi íàëåæàòü M(X, Y )).
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Î÷åâèäíî, El(M, ∂) çíîâó ¹ êàòåãîði¹þ íàä êiëüöåì K.
Áiëüø òîãî, ÿêùî êàòåãîðiÿ A ¹ àäèòèâíîþ (òîáòî â íié
iñíóþòü ïðÿìi ñóìè) àáî öiëêîì àäèòèâíîþ (òîáòî òàêîþ
àäèòèâíîþ êàòåãîði¹þ, â ÿêié êîæåí iäåìïîòåíòíèé ìîð-
ôiçì âèçíà÷à¹ ðîçêëàä ó ïðÿìó ñóìó), òî òàêîþ æ ¹ é
áiìîäóëüíà êàòåãîðiÿ El(M, ∂). Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî êî-
ëè ìè çàìiíèìî êàòåãîðiþ A åêâiâàëåíòíîþ ¨é êàòåãîði-
¹þ A′, à A-áiìîäóëü M � âiäïîâiäíèì A′-áiìîäóëåì M′,
â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî êàòåãîðiþ El(M′, ∂′) åêâiâàëåíòíó
El(M, ∂). Íàïðèêëàä, â ÿêîñòi A′ ìîæíà âçÿòè ïîâíó ïiä-
êàòåãîðiþ A, ÿêà ìiñòèòü ïî îäíîìó ïðåäñòàâíèêó ç êî-
æíîãî êëàñó içîìîðôiçìó, à çà M′ � îáìåæåííÿ M íà
A′.

Íåõàé N � ïiäáiìîäóëü â M, L = M/N. Ïîçíà÷èìî ∂L

êîìïîçèöiþ äèôåðåíöiþâàííÿ ∂ ç ñþð'¹êöi¹þ π : M → L;
î÷åâèäíî, öå ¹ äèôåðåíöiþâàííÿ êàòåãîði¨ A äî áiìîäóëÿ
L. Ïðîåêöiÿ π iíäóêó¹ ôóíêòîð Π : El(M, ∂) → El(L, ∂L),
ÿêèé òàêîæ ñþð'¹êòèâíèé. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ξ ∈
L(X, Y ) ôiêñó¹ìî äåÿêèé ïðîîáðàç ξ̂ ∈ M(X, Y ), òîáòî
òàêèé åëåìåíò, ùî π(ξ̂) = ξ.

Òåîðåìà 11. Ó îïèñàíié ñèòóàöi¨ ïîçíà÷èìî Ã =

El(L, ∂L) i ðîçãëÿíåìî Ã-áiìîäóëü Ñ òà äèôåðåíöiþâà-
ííÿ ∂̃ : Ã → Ñ, âèçíà÷åíi â òàêèé ñïîñiá:

• Ñ(ξ, η) = N(X, Y ), ÿêùî ξ ∈ L(X,X), η ∈ L(Y, Y ).
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• ∂̃(f) = f ξ̂ − η̂f − ∂f , ÿêùî f : x → y â êàòåãîði¨
El(L, ∂L).

Òîäi êàòåãîði¨ El(Ñ, ∂̃) òà El(M, ∂) åêâiâàëåíòíi. Öÿ
åêâiâàëåíòíiñòü çàäà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì φ : El(Ñ, ∂̃) →
El(M, ∂), ÿêå ïåðåâîäèòü åëåìåíò x ∈ Ñ(ξ, ξ) â åëåìåíò
x + ξ̂.

Äîâåäåííÿ çâîäèòüñÿ äî ïðîñòî¨ ïåðåâiðêè, ÿêùî çà-
óâàæèòè, ùî íà îá'¹êòàõ âiäîáðàæåííÿ φ ¹ ái¹êòèâíèì çà
âèçíà÷åííÿì.

2. Çàñòîñóâàííÿ äî àðòiíîâîãî âèïàäêó

Ïðèïóñòèìî, ùî êàòåãîðiÿ A òà áiìîäóëü M ëîêàëü-
íî àðòiíîâi, òîáòî âñi K-ìîäóëi A(X,Y ) òà M(X,Y ) ¹
ìîäóëÿìè ñêií÷åííî¨ äîâæèíè. Êðiì òîãî, ìè ââàæàòèìå-
ìî, ùî êàòåãîðiÿ A ¹ öiëêîì àäèòèâíîþ. Òîäi öÿ êàòåãî-
ðiÿ ëîêàëüíà, òîáòî êîæåí ¨¨ îá'¹êò X ∈ ObA ðîçêëà-
äà¹òüñÿ ó ñêií÷åííó ïðÿìó ñóìó íåðîçêëàäíèõ, à êiëü-
öå åíäîìîðôiçìiâ êîæíîãî íåðîçêëàäíîãî îá'¹êòó ¹ ëî-
êàëüíèì àðòiíîâèì êiëüöåì. ßêùî îá'¹êò X ∈ ObA ðîç-
êëàäà¹òüñÿ ó ïðÿìó ñóìó d íåðîçêëàäíèõ îá'¹êòiâ, íà-
çâåìî ÷èñëî d ðîçìiðíiñòþ îá'¹êòà X , à òàêîæ ðîçìið-
íiñòþ êîæíîãî åëåìåíòà x ∈ M(X,X). Ðàäèêàë radA

òàêî¨ êàòåãîði¨ çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ òàêèõ ìîðôiçìiâ
f : X → Y , äëÿ ÿêèõ â ÿêîìóñü (à òîäi â êîæíîìó) ðîç-
êëàäi X ' ⊕

j Xj, Y ' ⊕
i Yi, äå Xi òà Yj íåðîçêëàäíi,
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âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ (fij), äå fij : Xj → Yi, âñi êîìïîíåíòè
ÿêî¨ íåîáåðòîâíi. Ôàêòîðêàòåãîðiÿ A = A/ radA ¹ íàïiâ-
ïðîñòîþ, òîáòî òàêîþ ëîêàëüíîþ êàòåãîði¹þ, â ÿêié êî-
æåí íåíóëüîâèé ìîðôiçì ìiæ íåðîçêëàäíèìè îá'¹êòàìè ¹
içîìîðôiçìîì. Áiìîäóëü M ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì
îáìåæåííÿì íà êiñòiê A0 êàòåãîði¨ A, òîáòî ïîâíó ïiä-
êàòåãîðiþ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç íåðîçêëàäíèõ îá'¹êòiâ, âçÿ-
òèõ ïî îäíîìó ç êîæíîãî êëàñó içîìîðôiçìó. Ïîçíà÷èìî
M = M/(radAM + M radA); öå áiìîäóëü íàä A. Íåõàé
M(X0, Y0) 6= 0 äëÿ ÿêî¨ñü ïàðè îá'¹êòiâ X0, Y0 ∈ ObA0.
Âèçíà÷èìî ïiäìîäóëü M′ ⊆ M íà îá'¹êòàõ ç A0 ïðàâèëîì

M′(X,Y ) =





M(X0, Y0) ÿêùî X = X0, Y = Y0,

0 iíàêøå.

Öå äiéñíî ïiäìîäóëü, îñêiëüêè A(X0, X) = A(X,X0) = 0

ïðè X ∈ A0, X 6= X0 i A(Y0, Y ) = A(Y, Y0) ïðè Y ∈
A0, Y 6= Y0. Îñêiëüêè M(X0, Y0) ¹ K-ìîäóëåì ñêií÷åííî¨
äîâæèíè, â M′ ¹ ìàêñèìàëüíèé ïiäáiìîäóëü M′′. Ïîçíà÷è-
ìî ÷åðåç N ïðîîáðàç M′′ â M. Òîäi L = M/bN ' M/M′′

� ïðîñòèé A-áiìîäóëü. Çà ïîáóäîâîþ, âií àíóëþ¹òüñÿ ðà-
äèêàëîì radA. Òîìó îáìåæåííÿ äèôåðåíöiþâàííÿ ∂L íà
ðàäèêàë ¹ ãîìîìîðôiçìîì áiìîäóëiâ:

∂L(ab) = (∂a)b + a(∂b) =





a(∂b), ÿêùî b ∈ radA,

(∂a)b, ÿêùî a ∈ radA.
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Îòæå, àáî öå îáìåæåííÿ íóëüîâå, àáî âîíî ñþð'¹êòèâíå,
òîáòî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ξ ∈ L(X, Y ) iñíó¹ òàêèé åëå-
ìåíò r ∈ radA, ùî ξ = ∂Lr. ßêùî X = Y , öþ ðiâíiñòü
ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê (1X + r)ξ = 0(1X + r) + ∂Lr, áî
rξ = ∂1X = 0. Îñêiëüêè ìîðôiçì 1X + r (r ∈ radA)

¹ çàâæäè îáåðòîâíèì, êîæåí åëåìåíò ç L(X,X) içîìîð-
ôíèé íóëüîâîìó åëåìåíòó. Îòæå, íåðîçêëàäíèìè åëåìåí-
òàìè êàòåãîði¨ El(L, ∂L) ó öüîìó âèïàäêó ¹ ëèøå íóëüîâi
åëåìåíòè ç L(X, X), äå îá'¹êò X íåðîçêëàäíèé â A (ç
òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó X ∈ A0).

Íàäàëi ïðèïóñòèìî, ùî ∂L(radA) = 0. Çîêðåìà, ÿêùî
X0 6= Y0, òî âçàãàëi ∂L = 0. Ïîçíà÷èìî A(X0, X0) = A,
A(Y0, Y0) = B, U = L(X0, Y0). K-àëãåáðè A,B ¹ òiëàìè,
òîìó iñíóþòü ìàêñèìàëüíi iäåàëè m òà n ó êiëüöi K òàêi,
ùî mA = nB = 0. Îñêiëüêè U 6= 0, îáîâ'ÿçêîâî m = n.
Îòæå, A i B � ñêií÷åííîâèìiðíi òiëà íàä ïîëåì k = K/m,
à U � ñêií÷åííîâèìiðíèé (íàä k) A-B-áiìîäóëü.

Òâåðäæåííÿ 12. Ïðèïóñòèìî, ùî X0 6= Y0. Ïîçíà-
÷èìî

m = min{dimA U, dimB U}, n = max{dimA U, dimB U}.

(1) ßêùî m = 1, n 6 3, ó êàòåãîði¨ El(L, ∂L) ¹ ëèøå
ñêií÷åííà êiëüêiñòü íåðîçêëàäíèõ íåiçîìîðôíèõ îá'-
¹êòiâ.
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(2) ßêùî m > 1 àáî n > 4, êàòåãîðiÿ El(L, ∂L) (à
òîìó é El(M, ∂)) ìiñòèòü áåçëi÷ íåðîçêëàäíèõ
íåiçîìîðôíèõ îá'¹êòiâ, ïðè÷îìó ðîçìiðíîñòi öèõ
îá'¹êòiâ íåîáìåæåíi. ßêùî, êðiì òîãî, ïîëå k íå-
ñêií÷åííå, iñíó¹ áåçëi÷ ðîçìiðíîñòåé, â êîæíié
ç ÿêèõ ¹ áåçëi÷ íåðîçêëàäíèõ íåiçîìîðôíèõ îá'¹-
êòiâ.

Öå òâåðäæåííÿ äîáðå âiäîìî (äèâ. íàïð. [24]).

Òâåðäæåííÿ 13. ßêùî X0 = Y0, â êàòåãîði¨ El(L, ∂L)

(à òîìó é ó El(M, ∂)) iñíó¹ áåçëi÷ íåiçîìîðôíèõ íåðîç-
êëàäíèõ îá'¹êòiâ, ïðè÷îìó ðîçìiðíîñòi öèõ îá'¹êòiâ íå-
îáìåæåíi. ßêùî, êðiì òîãî, ïîëå k íåñêií÷åííå, iñíó¹
áåçëi÷ ðîçìiðíîñòåé, â êîæíié ç ÿêèõ ¹ áåçëi÷ íåðîçêëà-
äíèõ íåiçîìîðôíèõ îá'¹êòiâ.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî òóò A = B i m = n.
Îá'¹êò x êàòåãîði¨ El(L, ∂L) � öå êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ç
êîåôiöiåíòàìè ç U (ðîçìiðó k × k, ÿêùî x ∈ L(X,X),
äå X = kX0). Äâi òàêi ìàòðèöi x, y içîìîðôíi â êàòåãîði¨
El(L, ∂L), ÿêùî iñíó¹ òàêà îáåðòîâíà ìàòðèöÿ S ç êîåôiöi-
åíòàìè ç A, ùî Sx = yS+∂LS. Ôiêñó¹ìî áàçó u1, u2, . . . , un

U ÿê ïðàâîãî A-ìîäóëÿ i ïîçíà÷èìî φ(a), äå a ∈ A, òàêó
ìàòðèöþ (aij) ∈ Mat(n,A), ùî auj =

∑n
i=1 uiaij. Î÷åâè-

äíî, φ � ãîìîìîðôiçì A → Mat(n,A). Ïðèïóñòèìî, ùî
n = 1; òîäi φ � àâòîìîðôiçì òiëà A, à åëåìåíò u = u1a
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îòîòîæíþ¹òüñÿ ç åëåìåíòîì a ∈ A. Ðîçãëÿíåìî êiëüöå
P = A[t; φ, ∂L] ñêðó÷åíèõ ìíîãî÷ëåíiâ. Íàãàäà¹ìî, ùî éî-
ãî åëåìåíòè � ìíîãî÷ëåíè âèãëÿäó

∑d
i=1 tiai, àëå ç ìíî-

æåííÿì, �ïiäêðó÷åíèì� çà ïðàâèëîì at = tφ(a) + ∂L(a)

äëÿ a ∈ A. Îá'¹ êòè ç El(L, ∂L), òîáòî êâàäðàòíi ìàòðèöi
x íàä A ìîæíà îòîòîæíèòè ç P -ìîäóëÿìè (ñêií÷åííîâè-
ìiðíèìè íàä k, àáî, ùî òå ñàìå, íàä A): ó âiäïîâiäíîìó
ìîäóëi åëåìåíò t äi¹ ÿê ìíîæåííÿ íà ìàòðèöþ x. Ðîçìið-
íiñòü òàêîãî îá'¹êòó äîðiâíþ¹ ðîçìiðíîñòi íàä A âiäïîâiä-
íîãî ìîäóëÿ. Içîìîðôíi îá'¹êòè âiäïîâiäàþòü içîìîðôíèì
ìîäóëÿì i íàâïàêè. Âiäîìî (äèâ. íàïð. [8]), ùî êiëüöå P

ìà¹ íåðîçêëàäíi ìîäóëi äîâiëüíî¨ ðîçìiðíîñòi íàä A, ùî
é äîâîäèòü òâåðäæåííÿ. ßêùî, êðiì òîãî, ïîëå k íåñêií-
÷åííå, iñíó¹ áåçëi÷ ðîçìiðíîñòåé, â êîæíié ç ÿêèõ ¹ áåçëi÷
íåðîçêëàäíèõ íåiçîìîðôíèõ îá'¹êòiâ (öå, íàïðèêëàä, îá'-
¹êòè, ÿêi çàäàþòüñÿ æîðäàíîâèìè êëiòèíàìè íàä ïîëåì
k). Âèïàäîê n > 1 ðîçãëÿäà¹òüñÿ òàê ñàìî (íàâiòü ïðîñòi-
øå). ¤

3. Ãiïîòåçà Áðàóåðà�Òðîëëà

Ðåçóëüòàòè ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó ìàþòü òàêèé âàæëè-
âèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 14. Ïðèïóñòèìî, ùî êàòåãîðiÿ A òà ái-
ìîäóëü M ëîêàëüíî àðòiíîâi. ßêùî â êàòåãîði¨ El(M, ∂)

iñíó¹ áåçëi÷ íåiçîìîðôíèõ íåðîçêëàäíèõ îá'¹êòiâ, òî ¨õíi
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ðîçìiðíîñòi íåîáìåæåíi. ßêùî, êðiì òîãî, â ÿêiéñü ðîç-
ìiðíîñòi ¹ áåçëi÷ íåiçîìîðôíèõ îá'¹êòiâ, òî iñíó¹ áåçëi÷
ðîçìiðíîñòåé, â êîæíié ç ÿêèõ ¹ áåçëi÷ íåðîçêëàäíèõ íå-
içîìîðôíèõ îá'¹êòiâ.

Äîâåäåííÿ. Íàñïðàâäi äîñèòü äîâåñòè îñòàíí¹ òâåð-
äæåííÿ. Âîíî æ ëåãêî âèâîäèòüñÿ (iíäóêöi¹þ çà ðîçìið-
íiñòþ) ç òâåðäæåíü 12 òà 13 (òàê ñàìî, ÿê, íàïðèêëàä, ó
[28]). ¤

Öåé ðåçóëüòàò ¹ âàðiàíòîì âiäîìî¨ ãiïîòåçè Áðàóåðà�
Òðîëëà äëÿ áiìîäóëüíèõ çàäà÷ ó ïiäñèëåíié ôîðìi (ïiä-
ñèëåííÿì ¹ îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ ïðî iñíóâàííÿ áåçëi÷i ðîç-
ìiðíîñòåé). Çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíî¨ òåõíiêè ìiíiìàëü-
íèõ ðåçîëüâåíò ç íüîãî âèïëèâà¹ àíàëîãi÷íà òåîðåìà äëÿ
çîáðàæåíü àëãåáð.

Òåîðåìà 15. Íåõàé Λ � àëãåáðà íàä ëîêàëüíèì íåòå-
ðîâèì êîìóòàòèâíèì êiëüöåì K, ñêií÷åííîïîðîäæåíà
ÿê K-ìîäóëü. ßêùî Λ ìà¹ áåçëi÷ íåiçîìîðôíèõ íåðîçêëà-
äíèõ ìîäóëiâ ñêií÷åííî¨ äîâæèíè (íàä K), òî äîâæèíè
öèõ ìîäóëiâ íåîáìåæåíi. Áiëüø òîãî, ÿêùî iñíó¹ áåçëi÷
íåiçîìîðôíèõ Λ-ìîäóëiâ äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ äîâæèíè, òî
iñíó¹ áåçëi÷ äîâæèí, äëÿ êîæíî¨ ç ÿêèõ ¹ áåçëi÷ íåðîç-
êëàäíèõ íåiçîìîðôíèõ Λ-ìîäóëiâ äàíî¨ äîâæèíè.

Äîâåäåííÿ. Çíîâ-òàêè, äîñòàòíüî äîâåñòè îñòàíí¹ òâåð-
äæåííÿ. Îñêiëüêè íàñ öiêàâëÿòü ëèøå ìîäóëi ñêií÷åííî¨
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äîâæèíè, íi÷îãî íå çìiíèòüñÿ, ÿêùî ìè çàìiíèìî K éîãî
m-àäè÷íèì ïîïîâíåííÿì K̂, äå m � ìàêñèìàëüíèé iäåàë,
à àëãåáðó Λ � K̂-àëãåáðîþ Λ⊗KK̂. Òîìó íàäàëi ìè ââàæà-
òèìåìî K ïîâíèì ó m-àäè÷íié òîïîëîãi¨. Òîäi âiäîìî, ùî
Λ ¹ íàïiâäîñêîíàëèì êiëüöåì ó ðîçóìiííi [16] i äëÿ êîæíî-
ãî ñêií÷åííîïîðîäæåíîãî Λ-ìîäóëÿ M iñíó¹ ìiíiìàëüíå
ïðîåêòèâíå ïîäàííÿ, òîáòî òàêèé ãîìîìîðôiçì ñêií÷åí-
íîïîðîäæåíèõ ïðîåêòèâíèõ Λ-ìîäóëiâ f : P1 → P0, ùî
Im f ⊆ rad P0, Ker f ⊆ rad P1 i M ' Cok f . Áiëüø òîãî,
òàêå ïîäàííÿ ¹äèíå ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìiâ ìîäóëiâ
P0 òà P1. Íåõàé P � êàòåãîðiÿ ñêií÷åííîïîðîäæåíèõ ïðî-
åêòèâíèõ Λ-ìîäóëiâ, R � P-áiìîäóëü, âèçíà÷åíèé ïðàâè-
ëîì R(P, P ′) = HomΛ(P, rad P ′) i ôóíêòîð C : El(R) →
Λ-mod ïåðåâîäèòü f ∈ R(P, P ′) â Cok f . Öåé ôóíêòîð ¹
ùiëüíèì, òîáòî êîæåí ìîäóëü içîìîðôíèé äåÿêîìó Cf , à
Cf ' Cf ′ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè öi äâà ãîìîìîðôiçìè
âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå íà òðèâiàëüíi ïðÿìi äîäàíêè âèãëÿäó
Qi → 0 äëÿ äåÿêèõ íåðîçêëàäíèõ Qi. Îñêiëüêè îñòàííiõ
¹ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü, ¨õ ìîæíà íå áðàòè äî óâàãè.
Îòæå, óìîâè òåîðåìè âèêîíóþòüñÿ äëÿ àëãåáðè Λ òîäi é
ëèøå òîäi, êîëè óìîâè íàñëiäêó 14 âèêîíóþòüñÿ äëÿ P-
áiìîäóëÿ R. Ç öüîãî é âèïëèâà¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ¤
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Ðîçäië 3

ÇÂÀÆÅÍI ×ÀÑÒÊÎÂÎ-ÂÏÎÐßÄÊÎÂÀÍI
ÌÍÎÆÈÍÈ ÑÊIÍ×ÅÍÎÃÎ ÒÈÏÓ

Çîáðàæåííÿ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí áóëè âïåð-
øå ðîçãëÿíóòi â ðîáîòi [9]. Ó ðîáîòàõ [6, 7] áóëî äàíî
êðèòåðié ñêií÷åííîñòi òèïó òà îïèñàíi íåðîçêëàäíi çîáðà-
æåííÿ ìíîæèí ñêií÷åííîãî òèïó. Íàäàëi, ó ðîáîòi [28], çà
ïðèêëàäîì [1], áóëî ïîáóäîâàíî ïåðåòâîðåííÿ Êîêñåòåðà,
çà äîïîìîãîþ ÿêèõ êðèòåðié ñêií÷åííîñòi òèïó òà âèãëÿä
íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü áóëî îäåðæàíî áåç ïðÿìèõ îá-
÷èñëåíü. Äåÿêèé íåäîëiê, ïîðiâíÿíî ç [1], ïîëÿãàâ ó òîìó,
ùî íå âäàëîñÿ ïîáóäóâàòè âñi ôóíêòîðè âiääçåðêàëåíü.
Éîãî áóëî ëiêâiäîâàíî â ðîáîòi [26]. Äëÿ öüîãî äîâåëîñÿ
äåùî óçàãàëüíèòè çàäà÷ó, ðîçãëÿíóâøè çîáðàæåííÿ ïåðå-
ðiçàíèõ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí.

Çàóâàæèìî, ùî âñi öi çàäà÷i ¹ �ðîçùåïëåíèìè� â òîìó
ðîçóìiííi, ùî â íèõ íå áåðóòü ó÷àñòü ðîçøèðåííÿ îñíîâ-
íîãî ïîëÿ. Ñèòóàöi¨, äå òàêi ðîçøèðåííÿ âèíèêàþòü, áóëè
ðîçãëÿíóòi Äëàáîì i Ðiíãåëåì [24, 23]. Çàäà÷i, ðîçãëÿíóòi
â [23] ¹ äåÿêèì óçàãàëüíåííÿì çîáðàæåíü ÷àñòêîâî âïî-
ðÿäêîâàíèõ ìíîæèí, õî÷à ñòåïiíü çàãàëüíîñòi â öié ðîáîòi
âèäà¹òüñÿ íåäîñòàòíüîþ, îñîáëèâî â ïîðiâíÿííi ç [24].
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Ìåòà íàøî¨ ðîáîòè � óçàãàëüíèòè çîáðàæåííÿ ÷àñòêî-
âî âïîëðÿäêîâàíèõ ìíîæèí íà âèïàäîê, êîëè ðîçãëÿäàþ-
òüñÿ ðîçøèðåííÿ (â òîìó ÷èñëi íåêîìóòàòèâíi) îñíîâíîãî
ïîëÿ, ïîáóäóâàòè äëÿ íèõ ôóíêòîðè âiääçåðêàëåíü i çà
¨õ äîïîìîãîþ äàòè êðèòåðié ñêií÷åííîñòi òèïó é îïèñ íå-
ðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü ó ñêií÷åííîìó âèïàäêó. Êëàñ çà-
äà÷, ÿêèé ïðè öüîìó âèíèêà¹, ìè íàçâåìî çîáðàæåííÿ-
ìè çâàæåíèõ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí. Íà íàø
ïîãëÿä, öå íàéïðèðîäíiøå óçàãàëüíåííÿ çîáðàæåíü ÷àñ-
òêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí. Äî ðå÷i, íàâiòü ó �ðîçùå-
ïëåíîìó� âèïàäêó âîíî âêëþ÷à¹ ùå é òàê çâàíi øóðiâñüêi
êàòåãîði¨ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ.

1. Îçíà÷åííÿ i îñíîâíà òåîðåìà

Íàãàäà¹ìî ç [26], ùî ïåðåðiçàíà ÷àñòêîâî âïîðÿäêî-
âàíà ìíîæèíà � öå ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà S

ðàçîì iç ðîçáèòòÿì S = S− ∪ S+ (S− ∩ S+ = ∅) òàêèì,
ùî êîëè i ∈ S− i j < i, òî é j ∈ S−. Ìè ââîäèìî íîâèé
ñèìâîë 0 /∈ S òà ïîêëàäà¹ìî Ŝ = S ∪ { 0 }.

Öå âèäà¹òüñÿ çðó÷íèì, i ìè é íàäàëi òàê ðîáèòèìåìî,
ïîêëàäàþ÷è 0 < i äëÿ i ∈ S− i i < 0 äëÿ i ∈ S+. Çàçíà÷è-
ìî, ùî < ¹ ïîðÿäêîì íà Ŝ− i íà Ŝ+, àëå íå ¹ ïîðÿäêîì íà
Ŝ. Ìè ïèñàòèìåìî

• i l j ÿêùî i < j i àáî îáèäâà i, j ∈ Ŝ−, àáî âîíè
i, j ∈ Ŝ+;
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• i ¿ j ÿêùî i < j, i ∈ S−, j ∈ S+;
• i ≶ j ÿêùî i < j àáî j < i äëÿ i, j ∈ S.

Ôiêñó¹ìî äåÿêå �áàçîâå� ïîëå k. Ìè ðîçãëÿäàòèìåìî
ñêií÷åííîâèìiðíi òiëà (àëãåáðè ç äiëåííÿì) íàä k òà ñêií-
÷åííîâèìiðíi áiìîäóëi íàä òàêèìè òiëàìè. ßêùî V ¹ K-L-
áiìîäóëåì, à W ¹ L-F-áiìîäóëåì, ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç
V W K-F-áiìîäóëü V⊗LW . Ïîçíà÷èìî òàêîæ V ∗ = Homk(V, k) '
HomK(V,K) ' HomL(V,L). Íàãàäà¹ìî âiäîìi åêâiâàëåí-
òíîñòi ôóíêòîðiâ:

HomK-F(UV,W ) ' HomK-L(U,WV ∗) ' HomL-F(V, U ∗W ) '
(1)

' HomF-L(W ∗U, V ∗) ' HomL-K(V W ∗, U ∗),

äå U, V, W ¹, âiäïîâiäíî, K-L-, L-F- òà K-F-áiìîäóëÿìè,
òàê ñàìî ÿê içîìîðôiçì äóàëüíîñòi V ' V ∗∗. ßêùî âiä-
îáðàæåííÿ f íàëåæèòü îäíîìó ç öèõ ïðîñòîðiâ, ìè çâè-
÷àéíî ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç f̃ éîãî îáðàç â iíøîìó, ïiä
äi¹þ âiäïîâiäíîãî içîìîðôiçìó.

Îçíà÷åííÿ 16. Çâàæåíà ïåðåðiçàíà ÷àñòêîâî âïî-
ðÿäêîâàíà ìíîæèíà, àáî ÇÂÌ, ñêëàäà¹òüñÿ ç:

• (Ñêií÷åííî¨) ïåðåðiçàíî¨ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨
ìíîæèíè S = S− ∪ S+.

• Âiäîáðàæåííÿ i 7→ K(i), äå i ∈ Ŝ, à K(i) � ñêií-
÷åííîâèìiðíå òiëî (àëãåáðà ç äiëåííÿì) íàä áàçî-
âèì ïîëåì K.
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• Íàáîðó ñêií÷åííîâèìiðíèõ K(i)-K(j)-áiìîäóëiâ V (ij),
çàäàíèõ äëÿ êîæíî¨ ïàðè i, j ∈ Ŝ òàêî¨, ùî:
� àáî j < i, ïðè÷îìó îáèäâà öi åëåìåíòè îäíî÷à-
ñíî íàëåæàòü S− ÷è S+;

� àáî i < j, i ∈ S−, j ∈ S+;
� àáî i ∈ S−, j = 0;
� àáî i = 0, j ∈ S+.

• Íàáîðó K(i)-K(j)-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü µ(ikj) :

V (ik)V (kj) → V (ij), çàäàíèõ äëÿ êîæíî¨ òðiéêè
i, j, k ∈ Ŝ, äëÿ ÿêî¨ âñi öi ïðîñòîðè âèçíà÷åíi. Ìè
ïèñàòèìåìî uv çàìiñòü µ(ijk)(u⊗ v).

Ïðè öüîìó ìàþòü âèêîíóâàòèñü íàñòóïíi óìîâè:

• �àñîöiàòèâíiñòü�: µ(ilj)(µ(ikl ⊗ 1) = µ(ikj)(1 ⊗
µ(klj)), ÿê òiëüêè âñi öi ïðîñòîðè âèçíà÷åíi;

• �øóðîâiñòü�:
� ÿêùî j < i i i ∈ S−, òî äëÿ êîæíîãî íåíó-
ëüoâîãî åëåìåíòà v ∈ V (ij) çíàéäåòüñÿ åëå-
ìåíò u ∈ V (j0), äëÿ ÿêîãî vu 6= 0;

� ÿêùî j < i i j ∈ S+, òî äëÿ êîæíîãî íåíó-
ëüoâîãî åëåìåíòà v ∈ V (ij) çíàéäåòüñÿ åëå-
ìåíò u ∈ V (0i), äëÿ ÿêîãî uv 6= 0;

� óñi âiäîáðàæåííÿ µ(j0i) (i < j, i ∈ S−, j ∈ S+)

ñþð'¹êòèâíi.
45



Ìè ÷àñòî ïèñàòèìåìî �ÇÂÌ S�, íå óòî÷íþþ÷è ñêëàäîâi
S±, K(i), V (ij) òà µ(ikj).

Îçíà÷åííÿ 17. Çîáðàæåííÿ (M, f) ÇÂÌ S ñêëàäà¹-
òüñÿ ç:

• Ñêií÷åííîâèìiðíèõK(i)-âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ M(i),
çàäàíèõ äëÿ êîæíîãî i ∈ Ŝ.

• K(0)-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü f(i) : M(i) → V (i0)M(0),
çàäàíèõ äëÿ êîæíîãî i ∈ S− òà K(j)-ëiíiéíèõ âiä-
îáðàæåíü f(j) : M(0) → V (0j)M(j), çàäàíèõ äëÿ
êîæíîãî j ∈ S+.

Ïðè öüîìó äëÿ êîæíî¨ ïàðè i < j, i ∈ S−, j ∈ S+ äîáóòîê

M(i)
f(i)−−→ V (i0)M(0)

1⊗f(j)−−−−→ V (i0)V (0j)M(j)
µ(i0j)⊗1−−−−−→ V (ij)M(j)

ìà¹ áóòè íóëüîâèì.
Çîáðàæåííÿ M çâåòüñÿ ñïðàâæíiì, ÿêùî M(i) 6= 0

äëÿ âñiõ i ∈ Ŝ; iíàêøå âîíî çâåòüñÿ íåñïðàâæíiì.

Çàóâàæåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî êîëè âñi òiëà K(i) òà
âñi áiìîäóëi V (ij) çáiãàþòüñÿ ç ïîëåì k, à âñi âiäîáðà-
æåííÿ µ(ikj) òîòîæíi, öi îçíà÷åííÿ ïåðåòâîðþþòüñÿ íà
îçíà÷åííÿ çîáðàæåíü ïåðåðiçàíî¨ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨
ìíîæèíè ç ðîáîòè [26]. Ó áiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó, êî-
ëè K(i) = k äëÿ âñiõ i, àëå áiìîäóëi V (ij) ìîæóòü áóòè
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íå îäíîâèìiðíèìè, îäåðæèìî äåÿêå óçàãàëüíåííÿ øóðiâ-
ñüêèõ êàòåãîðié âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ. Ñëiä, ïðàâäà, çà-
óâàæèòè, ùî â îñòàííüîìó âèïàäêó çàäà÷à íå ìîæå ìàòè
ñêií÷åííèé òèï.

Òàê âèçíà÷åíi çîáðàæåííÿ òà ¨õ ìîðôiçìè óòâîðþþòü
k-ëiíiéíó, öiëêîì àäèòèâíó êàòåãîðiþ repS. Îñêiëüêè âñi
ïðîñòîðè ìîðôiçìiâ Hom(M,N) ó öié êàòåãîði¨ ñêií÷åí-
íîâèìiðíi, öÿ êàòåãîðiÿ ëîêàëüíà, çîêðåìà, â íié âèêîíó-
¹òüñÿ òåîðåìà Êðóëëÿ�Øìiäòà ïðî îäíîçíà÷íèé ðîçêëàä
ó ïðÿìó ñóìó íåðîçêëàäíèõ îá'¹êòiâ.

Îçíà÷åííÿ 18. Ìîðôiçì φ : (M, f) → (N, g) çîáðà-
æåíü ÇÂÌ S � öå íàáið K(i)-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü

φ(i) : M(i) → N(i) äëÿ i ∈ Ŝ,

φ(ij) : M(j) → V (ij)N(j) äëÿ i < j, i, j ∈ S−, àáî i, j ∈ S+,

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

g(i)φ(0) = (1⊗ φ(i))f(i) +
∑

i<j

(µ(0ji)⊗ 1)(1⊗ φ(ij))f(j)

äëÿ i ∈ S+ òà

g(i)φ(i) = (1⊗ φ(0))f(i) +
∑
j<i

(µ(ij0)⊗ 1)(1⊗ g(j))φ(ji)

äëÿ i ∈ S+.

Ìè çáèðà¹ìîñü çíàéòè êðèòåðié òîãî, ùî ÇÂÌ ìà¹ ñêií-
÷åííèé çîáðàæóâàëüíèé òèï i â öüîìó âèïàäêó îïèñàòè
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âñiíåðîçêëàäíi çîáðàæåííÿ ó âèïàäêó. Äëÿ öüîãî, ÿê i â
[1, 24, 28, 26], ìè âèêîðèñòîâó¹ìî Ôîðìó Òiòñà òà ôóí-
êòîðè âiääçåðêàëåíü.

Îçíà÷åííÿ 19. Êàçàòèìåìî, ùî ÇÂÌ S ìà¹ ñêií÷åí-
íèé òèï, ÿêùî âîíà ìà¹ ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü íåðîç-
êëàäíèõ çîáðàæåíü ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó.

Îçíà÷åííÿ 20. Ôîðìîþ Òiòñà ÇÂÌ S çâàòèìåìî êâà-
äðàòè÷íó ôîðìó QS íà (äiéñíîìó) âåêòîðíîìó ïðîñòîði
D(S) ôóíêéöié Ŝ → R, äå R � ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë, çàäà-
íó ôîðìóëîþ

QS(x) =
∑

i∈Ŝ

dix(i) +
∑

i,j∈S, i<j

vijx(i)x(j)−
∑

i∈S

vix(0)x(i),

äå di = dimK(i), vij = dim V (ij), vi = dim Vi0, ÿêùî i ∈
S+, i vi = dim V0i, ÿêùî i ∈ S−; óñi ðîçìiðíîñòi ðàõóþòüñÿ
íàä îñíîâíèì ïîëåì k.

Íàäàëi ìè ôiêñó¹ìî ñòàíäàðòíó áàçó ei (i ∈ Ŝ) ó ïðî-
ñòîði D(S), äå ei(j) = δij, i îòîòîæíþ¹ìî ôóíêöiþ x ç
âåêòîðîì (xi | i ∈ Ŝ), äå xi = x(i). Çîêðåìà, äëÿ êîæíîãî
çîáðàæåííÿ M ÇÂÌ S âèçíà÷åíà éîãî (âåêòîðíà) ðîçìið-
íiñòü dim M ∈ D(S), äå (dim M)(i) = dimK(i) M(i).

Ôîðìà Òiòñà ¹ öiëîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ ó ðîçó-
ìiííi [13], òîìó äëÿ íå¨ âèçíà÷åíi (äiéñíi) êîðåíi : öå òi
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âåêòîðè, ÿêi ìîæíà îäåðæàòè âiäáèòòÿìè ç áàçîâèõ âå-
êòîðiâ ei. Íàãàäà¹ìî, ùî âiäáèòòÿ � öå ëiíiéíå ïåðåòâîðå-
ííÿ ïðîñòîðó D(S), ÿêå â êîæíîìó âåêòîði çìiíþ¹ ëèøå
îäíó êîîðäèíàòó é çáåðiãà¹ çíà÷åííÿ ôîðìè QS.

Ïðèãàäàéìî, ùî âiääçåðêàëåííÿ σi âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê óíi-
êàëüíå íåòîòîæí¹ ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ RŜ → RŜ òàêå ùî
σix(j) = x(j) äëÿ âñiõ j 6= i i QS(σix) = QS(x) äëÿ âñiõ
x. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

d0σ0x(0) =
∑

i∈S

di0x(i)− d0x(0),

diσix(i) = di0x(0)− dix(i)−
∑

j≶i

dijx(j) ÿêùî i ∈ S.

Ìè ïèøåìî x > 0 i íàçèâà¹ìî x äîäàòíiì ÿêùî x 6= 0

òà x(i) > 0 äëÿ âñiõ i ∈ Ŝ. Îñîáëèâî âèçíà÷àþòüñÿ äî-
äàòíi êîðåíi. Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ¹ íàñòóïíà òåîðåìà,
ÿêà óçàãàëüíþ¹ ðåçóëüòàòè [28, 26].

Òåîðåìà 21. ÇÂÌ S ìà¹ ñêií÷åííèé òèï òîäi é ëè-
øå òîäi, êîëè ¨¨ ôîðìà Òiòñà ñëàáî äîäàòíÿ, òîáòî
QS(x) > 0 äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà x ç íåâiä'-
¹ìíèìè êîîðäèíàòàìè. Ó öüîìó âèïàäêó

• ðîçìiðíîñòi íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü çáiãàþòüñÿ
ç äîäàòíiìè êîðåíÿìè ôîðìè QS

• âñi íåðîçêëàäíi çîáðàæåííÿ îäíi¹¨ ðîçìiðíîñòi içî-
ìîðôíi ìiæ ñîáîþ.
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Òå, ùî äëÿ ìíîæèíè ñêií÷åííîãî òèïó ôîðìà Òiòñà
ñëàáî äîäàòíÿ � öå çàãàëüíèé ôàêò, ÿêèé ìà¹ ìiñöå äëÿ
äîâiëüíè õ �ìàòðè÷íèõ çàäà÷� i âèïëèâà¹, íàïðèêëàä, iç
[4]. Îòæå, òðåáà äîâîäèòè îáåðíåíå òâåðäæåííÿ, à òàêîæ
ðåçóëüòàòè ïðî ðîçìiðíîñòi íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü.

2. Ôóíêòîðè âiääçåðêàëåíü

Ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî âiääçåðêàëåííÿ ñàìèõ ÇÂÌ.

Îçíà÷åííÿ 22. (1) Íåõàé S - ÇÂÌ. Ïîêëàäåìî:
• V (ii) = K(i) i âiçüìåìî çà µ(iij) òà µ(ijj)

ïðèðîäíi içîìîðôiçìè K(i)V (ij) ' V (ij) òà
V (ij)K(j) ' V (ij) ïðè âèçíà÷åíîìó V (ij);

• V (ji) = V (ij)∗ ïðè âèçíà÷åíîìó V (ij);
• µ(kji) òà µ(jik) âiäîáðàæåííÿ, ùî âiäïîâiäà-
þòü µ(ikj) ÷åðåç içîìîðôiçì (1) ïðè âèçíà÷å-
íîìó µ(ikj).

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî óìîâè àñîöiàòèâíîñòi ñïðàâ-
äæóþòüñÿ òàêîæ i äëÿ öèõ âiäîáðàæåíü, à óìîâè
íåâèðîäæåíîñòi ïåðåòâîðþþòüñÿ â ñþð'¹êòèâíiñòü
âiäîáðàæåíü µ(j0i) for all i, j ∈ S, j < i.

(2) Ìè íàçèâà¹ìî åëåìåíò p ∈ Ŝ ïî÷àòêîì (êiíöåì)
ÿêùî öå ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò Ŝ− (âiäïîâiäíî ìi-
íiìàëüíèé åëåìåíò Ŝ+). Çîêðåìà 0 - ïî÷àòîê (êi-
íåö) òîäi é ëèøå òîäi, êîëè S− = ∅ (âiäïîâiäíî,
S+ = ∅).
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(3) Äëÿ êîæíîãî ïî÷àòêó àáî êiíöÿ p ìè âèçíà÷à¹ìî
âiääçåðêàëåíó ÇÂÌ Sp ç òèìè ñàìèìè âiäïîâiäíè-
ìè ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèìè ìíîæèíàìè i òèìè
ñàìèìè çíà÷åííÿìè K(i):
(a) ßêùî p ∈ S− (p ∈ S+) - ïî÷àòîê (âiäïîâiäíî,

êiíåöü), òî S−p = S− \ { p }, S+
p = S+ ∪ { p }

(âiäïîâiäíî, S+
p = S+ \ { p }, S−p = S− ∪ { p });

(b) ßêùî 0 - ïî÷àòîê (êiíåöü), òî S− = S, S+ = ∅
(âiäïîâiäíî, S+ = S, S− = ∅).

Íîâi çíà÷åííÿ V (ij) òà µ(ikj) âèçíà÷àþòüñÿ ÿê i
â(1).

Çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî p - ïî÷àòîê (àáî êiíåöü) â Ŝ, âií
ñòà¹ êiíöåì (àáî, âiäïîâiäíî, ïî÷àòêîì) â Ŝp.

Òàêîæ ìè ðîçãëÿäà¹ìî äóàëüíó ÇÂÌ.

Îçíà÷åííÿ 23. Íåõàé S - ÇÂÌ, M = (M, f) - çî-
áðàæåííÿ S. Äóàëüíà ÇÂÌ S◦ òà äóàëüíå çîáðàæåííÿ
M ◦(M ◦, f ◦) âèçíà÷à¹òüñÿ â íàñòóïíèé ñïîñiá:

(1) ßê âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà S◦ ïðîòèëåæíà äî S,
òîáòî ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ ñàìè åëåìåíòiâ, àëå
i < j â S◦ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè j < i â S. Ðîç-
äië çàäà¹òüñÿ ïðàâèëîì S◦± = S∓. Òiëà K◦(i) ïðî-
òèëåæíi äî K(i), V ◦(ij) = V (ji) ÿê K◦(i)-K◦(j)-
bimodule, i µ◦(ikj) = µ(jki) ïiä äi¹þ ïðèðîäíüîãî
óòîòîæíåííÿ V ◦(ik)V ◦(kj) òà V (jk)V (ki).
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(2) M ◦(i) = M(i)∗ i f ◦(i) = f̃(i)∗, à ñàìå,
(a) ÿêùî i ∈ S◦+ = S−, òîáòî f(i) : M(i) →

V (i0)M(0), òîäi f(i)∗ : M(0)∗V (i0)∗ → M(i)∗ i

f̃(i)∗ : M(0)∗ = M ◦(0) → M(i)∗V (i0) = V ◦(0i)M ◦(i);

(b) ÿêùî i ∈ S◦− = S+, òîäi f(i) : M(0) → V (0i)M(i),
òîäi f(i)∗ : M(i)∗V (0i)∗ → M(0)∗, i

f̃(i)∗ : M(i)∗ = M ◦(i) → M(0)∗V (0i) = V ◦(i0)M ◦(0).

(3) ßêùî φ ∈ HomS(M, N), ìè âèçíà÷à¹ìî ìîðôiçì
φ◦ : N ◦ → M ◦, ïîêëàäàþ÷è φ◦(i) = φ̃(i)∗ i φ◦(ij) =

φ̃(ji)∗.

Çãiäíî ç öèìè îçíà÷åííÿìè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ¹ öië-
êîì î÷åâèäíèì.

Òâåðäæåííÿ 24. Îçíà÷åííÿ 23 âñòàíîâëþ¹ ôóíêòîð
äóàëüíîñòi ◦ : repS → repS◦, òîáòî åêâiâàëåíòíiñòü
repS → (repS◦)op òàêó ùî iñíó¹ ïðèðîäíié içîìîðôiçì
M ' (M ◦)◦. Îòæå, iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiä-
íiñòü ìiæ íåðîçêëàäíèìè çîáðàæåííÿìè S i S◦. Çîêðå-
ìà, S ìà¹ ñêií÷åííå çîáðàæåííÿ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
éîãî ìà¹ S◦.

Ââåäåìî êiëüêà êîðèñíèõ ïîçíà÷åíü.
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Îçíà÷åííÿ 25. Íåõàé M = (M, f) - çîáðàæåííÿ ÇÂÌ
S, p ∈ S. Ïîêëàäåìî:

M+(p) =
⊕

p6i, i∈S+

V (pi)M(i),

M−(p) =
⊕

i6p, i∈S−
V (pi)M(i),

f+(p) : V (p0)M(0) → M+(p) âiäîáðàæåííÿ ç êîìïîíåíòàìè

f+(pi) : V (p0)M(0)
1⊗f(i)−−−→ V (p0)V (0i)M(i)

µ(p0i)⊗1−−−−−→ V (pi)M(i),

f−(p) : M−(p) → V (p0)M(0) âiäîáðàæåííÿ ç êîìïîíåíòàìè

f−(pi) : V (pi)M(i)
1⊗f(i)−−−→ V (pi)V (i0)M(0)

µ(pi0)⊗1−−−−−→ V (p0)M(0).

Ìè âèçíà÷à¹ìî M±(0) i f±(0) ÷åðåç àíàëîãi÷íi ôîðìóëè,
îïóñêàþ÷è ëèøå óìîâè �p 6 i� i �i 6 p� ïiä çíàêîì ñóìè.

Òåïåð ìè ìîæåìî ïîáóäóâàòè ôóíêòîðè âiääçåðêàëåíü
Σp : repS → repSp.

Îçíà÷åííÿ 26. Íåõàé M = (M, f) - çîáðàæåííÿ ÇÂÌ
S, p ∈ Ŝ - ïî÷àòîê àáî êiíåöü. Ìè âèçíà÷à¹ìî çîáðàæå-
ííÿ ΣpM = (M ′, f ′) ÇÂÌ Sp â íàñòóïíèé ñïîñiá (â óñiõ
âèïàäêàõ M ′(i) = M(i) äëÿ âñiõ i 6= p):

(1) ßêùî p ∈ S− ïî÷àòîê, ìè ïîêëàäà¹ìî f ′(i) = f(i)

äëÿ i 6= p, M ′(p) = Ker f+(p)/ Im f−(p), îáåðåìî
ρM : V (p0)M(0) → Ker f+(p) i ïîêëàäåìî f ′(p) =

π̃MρM , äå πM - ïðèðîäíÿ ñþð'¹êöiÿ Ker f+(p) →
M ′(p).
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(2) ßêùî p = 0 ïî÷àòîê, ìè ïîêëàäà¹ìî M ′(0) =

Cok f+ i f ′(i) = π̃M(i), äå πM(i) i-òèé êîìïîíåíò
ïðèðîäíüî¨ ñþð'¹êöi¨ πM : M+(p) → M ′(0).

(3) ßêùî p ∈ S+ êiíåöü, ìè ïîêëàäà¹ìî f ′(i) = f(i)

ÿêùî i 6= p, M ′(p) = Ker f+(p)/ Im f−(p), îáåðà¹ìî
÷àñòèíó σM : Cok f−p → V (p0)M(0) i ïîêëàäà¹ìî
f ′(p) = σMεM , äå εM ïðèðîäíÿ ií'¹êöiÿ M ′(p) →
Cok f−(p).

(4) ßêùî 0 êiíåöü, ìè ïîêëàäà¹ìî M ′(0) = Ker f−(0) i
f ′(i) = ε̃M(i), äå εM(i) i-òèé êîìïîíåíò âêëàäåííÿ
εM : M ′(0) → M−(0).

Î÷åâèäíî, ùî M ′ ñïðàâäi ¹ çîáðàæåííÿì Sp. Ó âèïàäêàõ
1 i 3 öi îçíà÷åííÿ çàëåæàòü âiä âèáîðó ρM i σM . Íåçâàæà-
þ÷è íà öå, Íàñëiäîê 28 ïîêàæå, ùî àëüòåðíàòèâíèé âèáið
ηM i σM äàñòü içîìîðôíi çîáðàæåííÿ Sp.

Ìè òàêîæ âèçíà÷èìî çåðêàëüíi ìîðôiçìè.

Îçíà÷åííÿ 27. Çàëèøèìî ïîçíà÷åííÿ Îçíà÷åííÿ 26.
Íåõàé φ : M → N ìîðôiçì çîáðàæåíü, N = (N, g). Ìè
âèçíà÷à¹ìî ìîðôiçì Σpφ = φ′ : ΣpM → Σp(N) â íà-
ñòóïíèé ñïîñiá (çíîâ-òàêè ìè ïîêëàäà¹ìî φ′(i) = φ(i) i
φ′(ij) = φ(ij) ÿêùî i 6= p, j 6= p):

(1) Íåõàé p ∈ S− ïî÷àòîê. Òîäi f+(p) iíäóêó¹ ií'¹êöiþ
Im(1−θρM) → M+(p), äå θ âêëàäåííÿ Ker f+(p) →
V (p0)M(0), îòæå ìè ìîæåìî îáðàòè ãîìîìîðôiçì
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ξ : M+(p) → V (p0)M(0) òàêèé ùî ξf+(p) = θρM−
1. Ìè ïîêëàäà¹ìî
• φ′(p)(x + Im f−(p)) = (1 ⊗ φ(0))(x) + Im g−(p)

äëÿ âñiõ x ∈ Ker f+(p). Çàçíà÷èìî, ùî ç îçíà-
÷åííÿ ìîðôiçìiâ âèïëèâà¹, øî 1⊗φ(0) âiäîáðà-
æà¹ Ker f+(p) â Ker g+(p) i Im f−(p) â Im g−(p).

• φ′(pi) = ψ̃(i), äå i > p, ψ(i) = πNρN(1⊗φ(0))ξ(i)

i ξ(i) - i-òèé êîìïîíåíò ξ.
(2) Íåõàé p = 0 ïî÷àòîê. Òîäi îáåðåìî ÷àñòèíó η :

M ′(0) → M+(0) i ïîêëàäåìî
• φ′(0) = πNφ+η, äå φ+ : M+(0) → N+(0) ìà¹

(ij)-òèé êîìïîíåíò 1⊗φ(i) ÿêùî i = j, (µ(pji)⊗
1)(1⊗ φ(ij)) ÿêùî i < j, i 0 ÿêùî j < i.

(3) Íåõàé p ∈ S+ êiíåöü. Òîäi g−(p) iíäóêó¹ ñþð'¹êöiþ
N−(p) → Im(1 − σNτ), äå τ ïðèðîäíà ñþð'¹êöiÿ
V (p0)N(0) → Cok g−(p), îòæå ìè ìîæåìî îáðàòè
η : V (p0)N(0) → N−(p) òàêèé ùî g−(p)η = σNτ −
1. Ïîêëàäåìî
• φ′(p)(x + Im f−(p)) = (1 ⊗ φ(0))(x) + Im g−(p)

äëÿ âñiõ x ∈ Ker f+(p).
• φ′(ip) = η(i)(1⊗φ(0))f ′(p), äå i < p i η(i) i-òèé
êîìïîíåíò η. (Ïðèãàäàéìî, ùî f ′(p) = σMεM .)

(4) Íåõàé p = 0 êiíåöü. Òîäi ìè îáèðà¹ìî ñêîðî÷åííÿ
ξ : N−(0) → N ′(0) i ïîêëàäà¹ìî
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• φ′(0) = ξφ−εM , äå φ− : M−(0) → N−(0) ìà¹
(ij)-òèé êîìïîíåíò 1⊗φ(i) ÿêùî i = j, (µ(pji)⊗
1)(1⊗ φ(ij)) ÿêùî i < j, i 0 ÿêùî j < i.

Çíîâ-òàêè öÿ êîíñòðóêöiÿ çàëåæèòü âiä âèáîðó ξ àáî
η. Àëå ìè ïîêàæåìî, ùî ïiñëÿ äåÿêèõ íåiñòîòíèõ ôàêòî-
ðèçàöié öÿ çàëåæíiñòü çíèêà¹.

Îçíà÷åííÿ 28. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç T p òðèâiàëüíå çî-
áðàæåííÿ â òî÷öi p, òîáòî òàêå, ùî T p(p) = k, T p(i) = 0

äëÿ i 6= p, ÷åðåç Ip iäåàë repS ïîðîäæåíèé òîòîæíiì ìîð-
ôiçìîì T p i ÷åðåç rep(p) S ôàêòîð-êàòåãîðiþ repS/Ip. Ìè
íàçèâà¹ìî çîáðàæåííÿ M T p-âiëüíèì ÿêùî âîíî íå ìà¹
ïðÿìèõ äîäàíêiâ içîìîðôíèõ T p.

Ç ïîáóäîâè ΣpM âèïëèâà¹, øî öå çîáðàæåííÿ çàâæäè
¹ T p-âiëüíèì. Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò òàêîæ î÷åâèäíèé.

Òâåðäæåííÿ 29. (1) ßêùî p ∈ S−, M T p-âiëüíèé
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè

f(p)−1
( ∑

i<p

Im f−(p)(i)
)

= 0.

(2) ßêùî p ∈ S+, M T p-âiëüíèé òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè

f̃(p)
( ⋂

i>p

Ker f+(p)(i)
)

= M(p).
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(3) M ¹ T ω-âiëüíèì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè Ker f+(ω) ⊆
Im f−(ω).

Òâåðäæåííÿ 30. Ìè çàëèøà¹ìî ïîçíà÷åííÿ Îçíà-
÷åííü 26 i 27.

(1) Σpφ ñïðàâäi ¹ ìîðôiçìîì ΣpM → ΣpN .
(2) Îáåðåìî iíøèé ãîìîìîðôiçì ξ′ àáî η′ çàìiñòü ξ

àáî η, ÿêèé çàäîâîëüíÿâ áè òèì ñàìèì óìîâàì.
Ïîçíà÷èìî îäåðæàíèé ìîðôiçì ΣpM → ΣpN ÷å-
ðåç φ′′. Òîäi φ′ − φ′′ ∈ Ip.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî âèïàäîê (3); âèïàäîê (1) äó-
æå ñõîæèé, à âèïàäêè(2) i (4) íàâiòü ëåãøi. Ùîá äîâåñòè,
ùî φ′ ¹ ìîðôiçìîì, íàì äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî

g′(p)φ′(p) = (1⊗φ′(0))f ′(p)+
∑

i<p

(µ(pi0)⊗1)(1⊗g(i))φ′(ip).

Ïåðø çà âñå çàçíà÷èìî, ùî φ′(p) ñïiâïàäà¹ ç ρ′τ(1⊗φ(0))σMεM ,
äå ρ′ : Cok g−(p) → N ′(p) äîâiëüíå ñêîðî÷åííÿ. Îòæå

g′(p)φ′(p) = σNεNρ′τ(1⊗φ(0))σMεM = σNτ(1⊗φ(0))f ′(p).

Ç iíøîãî áîêó, (µ(pi0)⊗ 1)(1⊗ g(i)) ¹ i-òèì êîìïîíåíòîì
g−(p)(i) g−(p). Îòæå

(µ(pi0)⊗1)(1⊗g(i))φ′(ip) = g−(p)(i)η(i)(1⊗φ(0))f ′(p) =

= (σN(i)τ(i)− 1)(1⊗ φ(0))f ′(p).
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Òàêîæ çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

(1⊗φ′(0))f ′(p)+
∑

i<p

(µ(pi0)⊗1)(1⊗g(i))φ′(ip) = σNτ(1⊗φ(0))f ′(p).

ßêùî ìè îáåðåìî iíøèé η′ òàêèé, ùî g−(p)η′ = σNτ−1

òîäi δ = φ′−φ′′ ìà¹ âñi íóëüîâi êîìïîíåíòè îêðiì ìîæëèâî
δ(ip) = γ(i)(1 ⊗ φ(0))f ′(p), äå γ = η − η′ i g−(p)γ = 0.
Îòæå, δ = δ′δ′′, äå δ′′ : M ′ → rT p (r = dimK(p) M

′(p)) ìà¹
âñi íóëüîâi êîìïîíåíòè îêðiì δ′′(p) = 1, ïðè òîìó, ùî δ′ :

rT p → N ′ ìà¹ âñi íóëüîâi êîìïîíåíòè îêðiì δ′(ip) = δ(ip).
Âñi âiäíîøåííÿ, ÿêi ìè ìà¹ìî ïåðåâiðèòè äëÿ òîãî, ùîá
ïîêàçàòè, ùî δ′ i δ′′ ñïðàâäi ¹ ìîðôiçìàìè, òðèâiàëüíi,
îêðiì îäíîãî - äëÿ δ′ â òî÷öi p. Àëå îñòàíí¹ ñïiâïàäà¹ ç
âiäïîâiäíèì âiäíîøåííÿì äëÿ δ. ¤

Íàñëiäîê 31. Êîíñòðóêöiÿ ç 25 òà 26 âëàñíå âèçíà-
÷à¹ ôóíêòîð Σp : rep(p) S → rep(p) Sp. Çîêðåìà, êëàñ içî-
ìîðôiçìiâ ΣpM íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ρM ó âèïàäêó 1
àáî σM ó âèïàäêó 3.

Òâåðäæåííÿ 32. ßêùî p ¹ ïî÷àòêîì àáî êiíöåì, òî
Σpp ' Id, òîòîæíié ôóíêòîð êàòåãîði¨ rep(p) S. Îòæå
Σp : rep(p) S → rep(p) Sp � åêâiâàëåíòíiñòü êàòåãîðié.

Äîâåäåííÿ. Çíîâ-òàêè ìè ðîçãëÿíåìî ëèøå âèïàäîê
1, êîëè p ∈ S− ¹ ïî÷àòêîì. Íåõàé M = (M, f) - T p-
âiëüíå çîáðàæåííÿ rep(S), M ′ = (M ′, f ′) = FpM i M ′′ =

(M ′′, f ′′) = FpM
′. Âñi êîìïîíåíòè M ′ i M ′′ ñïiâïàäàþòü
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ç êîìïîíåíòàìè M îêðiì M ′(p) = Ker f+(p)/ Im f−(p),
f ′(p) = π̃MρM i M ′′(p) = Ker f ′+(p)/ Im f ′−(p), f ′′(p) =

σM ′εM ′. Çà îçíà÷åííÿì, M ′+(p) = M+(p)⊕M ′(p) i f ′+(p)(p) =

πMρM , îòæå Ker f ′+(p) = Ker f+(p)∩Ker πMρM = Im f−(p).
Òàêèì ÷èíîì M ′′(p) = Im f−(p)/

∑
i<p Im f−(p)(i). Çà 24 (1),

f(p) ií'¹êòèâíå i Im f−(p) = Im f(p) ⊕ ∑
i<p Im f−(p)(i).

Îòæå ïðèðîäíå âiäîáðàæåííÿ ι : M(p) → M ′′(p) ¹ ái-
¹êòèâíèì. Áiëüø òîãî, ìè ìîæåìî îáðàòè ÷àñòèíó σM ′ â
òàêèé ñïîñiá, ùî εM ′σM ′ ñïiâïàäàòèìå ç öi¹þ ái¹êöi¹þ. Òî-
äi ìè îäåðæèìî içîìîðôiçì φ : M → M ′′, ùî ïåðåâîäèòü
φ(p) = ι, φ(i) = 1 äëÿ i 6= p i φ(ij) = 0 äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ
i, j. Î÷åâèäíî, ùî öÿ êîíñòðóêöiÿ ¹ ôóíêòîðîì ïî ìîäó-
ëþ iäåàëà Ip, îòæå ìè îäåðæàëè içîìîðôiçì ôóíêòîðiâ
Id ' Fpp. ¤

Îçíà÷åííÿ 33. (1) Íåõàé p = (p1, p2, . . . , pm) - ïî-
ñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ ç Ŝ. Ìè íàçèâà¹ìî ¨¨ äîïó-
ñòèìîþ i âèçíà÷à¹ìî Sp ÷åðåç íàñòóïíi ðåêóðñèâ-
íi ïðàâèëà:
• ßêùî m = 1, p äîïóñòèìà òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè p1 - ïî÷àòîê àáî êiíåöü; òîäi Sp = Sp1

.
• ßêùî m > 1, p äîïóñòèìà òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè p1 - ïî÷àòîê àáî êiíåöü â Sq, äå q =

(p2, p3, . . . , pm); òîäi Sp = (Sq)p1
.

(2) ßêùî pm ïî÷àòîê (êiíåöü) i, äëÿ êîæíîãî k < m,
pk ïî÷àòîê (àáî, âiäïîâiäíî, êiíåöü) â S(pk+1,pk+2,...,pm),
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ìè íàçèâà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü p ïîñëiäîâíiñòþ ïî÷à-
òêiâ (âiäïîâiäíî, ïîñëiäîâíiñòþ êiíöiâ).

(3) Ìè ïîêëàäà¹ìî p∗ = (pm, pm−1, . . . , p1).
(4) ßêùî p äîïóñòèìà, ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç Σp êîì-

ïîçèöiþ Σp1
Σp2

. . . Σpm
i ÷åðåç Ip iäåàë â repS ïîðî-

äæåíèé òîòîæíiìè ìîðôiçìàìè çîáðàæåíü T (p1,p2,...,pk) =

Σ(p1,p2,...,pk−1)T
pk (1 6 k 6 m). Ìè ïîêëàäà¹ìî rep(p) S =

repS/Ip.

Íàñëiäîê 34. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü p äîïóñòèìà, òî
ôóíêòîð Σp âñòàíîâëþ¹ åêâiâàëåíòíiñòü rep(p) S → rep(p∗) Sp,
ïðè îáåðíåíié åêâiâàëåíòíîñòi Σp∗. Çîêðåìà, iñíó¹ âçà-
¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ íåðîçêëàäíèìè çî-
áðàæåííÿìè S i Sp; òàêèì ÷èíîì S ìà¹ ñêií÷åííèé òèï
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè Sp ìà¹ ñêií÷åííèé òèï.

3. Äîâåäåííÿ îñíîâíî¨ òåîðåìè

Äîâåäåííÿ íåîáõiäíîñòi â òåîðåìi 21 ¹ ïðîñòèì. À ñà-
ìå: ÷åðåç íàñëiäîê 34, ìè òiëüêè ìà¹ìî âñòàíîâèòè ¨¨ äëÿ
òðèâiàëüíîãî ïåðåðiçó, êîëè S = S− (àáî S = S+). Òî-
äi rep(S) ìîæå ðîçãëÿäàòèñü ÿê áiìîäóëüíà êàòåãîðiÿ ó
ðîçóìiííi ðîçäiëó 2. À ñàìå, íåõàé S � êàòåãîðiÿ ç ìíî-
æèíîþ îá'¹êòiâ S i S(i, j) = V (ji), K � êàòåãîðiÿ ç îäíèì
îá'¹êòîì ω i K(ω, ω) = K(ω), V - K-S-áiìîäóëü, òàêèé ùî
V(ω, i) = V (iω). Ìíîæåííÿ â S i äiÿ S íà V iíäóêóþòüñÿ
âiäîáðàæåííÿìè µ(ijk) : V (ij)V (jk) → V (ik) (i, j, k ∈
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Ŝ). Òîäi ëåãêî áà÷èòè, ùî rep(S) åêâiâàëåíòíå áiìîäóëü-
íié êàòåãîði¨ El(V) (êàòîãði¨ åëåìåíòiâ ç V). Áiëüø òîãî,
ôîðìà QS ñïiâïàäà¹ ç ôîðìîþ Òiòñà áiìîäóëÿ V . Îòæå â
öüîìó âèïàäêó íåîáõiäíiñòü â òåîðåìi 21 âèïëèâà¹ ç òîãî
ôàêòó, ùî ÿêùî áiìîäóëü ìà¹ ñêií÷åííå çîáðàæåííÿ, éîãî
ôîðìà Òiòñà ñëàáêî äîäàòíÿ.

Îòæå íàäàëi ìè ââàæàòèìåìî, ùî ôîðìà Òiòñà QS

¹ ñëàáêî äîäàòíüîþ. Äëÿ çàäàíî¨ âåêòîðíî¨ ðîçìiðíîñòi
d ∈ D(S) i êîæíîãî åëåìåíòà i ∈ Ŝ, ìè ôiêñó¹ìî âåêòîð-
íèé ïðîñòið U(i) íàä K(i) ðîçìiðíîñòi d(i) (íàïðèêëàä
K(i)d(i)) i ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç rep(d,S) ìíîæèíó âñiõ çîáðà-
æåíü M S òàêèõ, ùî M(i) = U(i). Ìîæíà ¨¨ ðîçãëÿäàòè
ÿê ìíîæèíó k-íîðìîâàíèõ òî÷îê àôiííîãî àëãåáði¨÷íîãî
ìíîãîâèäó rep(d,S), òîáòî ïiäìíîãîâèä àôiííîãî ïðîñòî-
ðó

A(d)=
∏

i∈S−
HomK(i)(U(i), V (iω)U(ω))×

×
∏

i∈S+

HomK(ω)(U(ω), V (ωi)U(i))

âèçíà÷åíèé ñïiââiäíîøåííÿìè ç îçíà÷åííÿ çîáðàæåíü ÇÂÌ
(îçíà÷åííÿ 17). Çàçíà÷èìî, ùî êîæíå âiäíîøåííÿ (1 ⊗
f(j))f(i) = 0 âëàñíå ¹ ìíîæèíîþ âiäíîøåííÿ Bα(f(j), f(i)) =

0 äëÿ êîîðäèíàò öüîãî äîáóòêó, äå Bα - áiëiíiéíi ôîðìè.
Îòæå, ÿêùî k íåñêií÷åííå, ìíîæèíà k-íîðìîâàíèõ òî÷îê
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rep(d,S) ùiëüíà â ìíîãîâèäi rep(d,S). �¨ ðîçìiðíiñòü ùî-
íàéìåíø

Q−
S (d) =

∑

i∈S

viωd(i)d(ω) −
∑
i<j

i∈S−, j∈S+

vijd(i)d(j)

(ðîçìiðíiñòü A(d) ìiíóñ êiëüêiñòü âiäíîøåíü).
Ìè òàêîæ ðîçãëÿäà¹ìî àëãåáðà¨÷íó ãðóïó G = G(d,S),

ÿêà äi¹ íà rep(d,S). Ìíîæèíà G(d,S) k-ðàöiîíàëüíèõ òî-
÷îê G ñêëàäà¹òüñÿ ç ñiìåéñòâ

φ =
{

φ(i), φ(jk) | i ∈ Ŝ, j, k ∈ S− or j, k ∈ S+, i j < k
}

,

äå φ(i) àâòîìîðôiçì U(i) i φjk : U(j) → V (jk)U(k). Äîáó-
òîê âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê äîáóòîê ìîðôiçìiâ çîáðàæåíü ÇÂÌ.
Ðîçìiðíiñòü öi¹¨ ãðóïè äîðiâíþ¹

Q+
S (d) =

∑

i∈Ŝ

v(i)d(i)2 +
∑
i<j

i,j∈S−or i,j∈S+

vijd(i)d(j).

Ïðè çàäàíîìó çîáðàæåííi M ∈ rep(d,S) i åëåìåíòi φ ∈
G, îäðàçó âèäíî, ùî iñíó¹ ¹äèíå çîáðàæåííÿ φM òàêå
ùî φ ìîðôiçì (à îòæå içîìîðôiçì) M → φM . Âëàñíå,
ãîìîìîðôiçìè, ÿêi âèçíà÷àþòü φM ìîæíà ïiäðàõóâàòè
ðåêóðñèâíî çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 18. Öå âèçíà÷à¹ ðåãó-
ëÿðíó äiþ G(d,G) íà rep(d,S) i îðáiòè öi¹¨ äi¨, ùî ìi-
ñòÿòü k-íîðìîâàíi òî÷êè àáî, ùî òå ñàìå, îðáiòè G(d,S)
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íà rep(d,S) ¹ ïðîñòî êëàñàìè içîìîðôiçìó çîáðàæåíü ðîç-
ìiðíîñòåé d. Ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç ind(d,S) ìíîæèíó íå-
ðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü ç rep(d,S). Öå ìíîæèíà k-íîðìîâàíèõ
òî÷îê êîíñòðóéîâíî¨ ïiäìíîæèíè ind(d,S) ìíîãîâèäó rep(d,S).

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê êîëè ïîëå k íåñêií÷åí-
íå. Òîäi ìè óòî÷íèìî Ãîëîâíó òåîðåìó íàñòóïíèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 35. Íåõàé ïîëó k íåñêií÷åííå i ôîðìà Òiòñà
QS ñëàáêî äîäàòíÿ. Òîäi

(1) S ìà¹ ñêií÷åííå çîáðàæåííÿ.
(2) Ðîçìiðíîñòi íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü S ñïiâïàäà-

þòü ç äîäàòíiìè êîðåíÿìè ôîðìè QS.
(3) ßêùî d = wei(w ∈ W (S)), iñíó¹ ¹äèíå (ç òî÷íi-

ñòþ äî içîìîðôiçìó) íåðîçêëàäíå çîáðàæåííÿ M

ðîçìiðíîñòi d i HomS(M,M) ' K(i).
(4) Îðáiòà íåðîçêëàäíîãî çîáðàæåííÿ ç rep(d,S) âiä-

êðèòà òà ùiëüíà â êîìïîíåíòi öüîãî ìíîãîâèäó.
(5) Äëÿ êîæíîãî ñïðàâæíüîãî íåðîçêëàäíîãî çîáðà-

æåííÿ M S iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ïî÷àòêiâ (òà ïî-
ñëiäîâíiñòü êiíöiâ) p â S òàêà ùî M ' Fp∗L äëÿ
íåñïðàâæíüîãî íåðîçêëàäíîãî çîáðàæåííÿ L ∈ rep(Sp).

(6) Íåõàé M íåðîçêëàäíå çîáðàæåííÿ S, d = Dim M 6=
ep, d′ = wpd, äå p ïî÷àòîê àáî êiíåöü â S. Òîäi
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(a) ÿêùî d(p) > 0 or d′(p) > 0, âiäîáðàæåííÿ
f+(p) ñþð'¹êòèâíå, à âiäîáðàæåííÿ f−(p) ií'-
¹êòèâíå.

(b) ÿêùî d(p) = 0 i d′(p) 6 0, Ker f+(p) = Im f−(p).

Äîâåäåííÿ ðîçáèâà¹òüñÿ â äåêiëüêà êðîêiâ, äåÿêi ç ÿêèõ
ñàìi ïî ñîái ¹ äîâîëi öiêàâèìè. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî iíäó-
êöiþ ïî êiëüêîñòi åëåìåíòiâ â S; î÷åâèäíî, òåîðåìà ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ, ÿêùî S ìà¹ ëèøå îäèí åëåìåíò. Îòæå íàäà-
ëi ìè ââàæà¹ìî, ùî ôîðìà Òiòñà QS ñëàáêî äîäàòíÿ i
òåîðåìà 35 ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ òî÷íèõ ïiäìíîæèí
S′ ⊂ S.

Ëåìà 36. Òâåðäæåííÿ 6 òåîðåìè 35 ñïðàâäæó¹òüñÿ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî d(p) = 0, M ìîæíà ðîçãëÿäàòè
ÿê çîáðàæåííÿ òî÷íî¨ ïiäìíîæèíè S′ = S \ {p}, îòæå
òåîðåìà 35 ñïðàâäæó¹òüñÿ íà íié.

Íåõàé d(p) 6= 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M îáìåæåííÿ M íà
S′. Íåõàé N = (N, g) íåðîçêëàäíà ïðÿìà ñóìà M , ε : N →
M âêëàäåííÿ i π : M → N îáìåæåííÿ, òîáòî πε = 1N .
Ïðèïóñòiìî äëÿ ïî÷àòêó, ùî Im g−(p) = Ker f+(p) i p ïî-
÷àòîê (âèïàäîê êiíöÿ ¹ àíàëîãi÷íèì i ìîæå áóòè îòðè-
ìàíèé ÷åðåç äóàëiçì). Òîäi Im f(p) ⊆ Ker f+(p), îòæå
Im π(ω)f(p) ⊆ Ker f+(p) = Im f−(p). Òàêèì ÷èíîì iñíó¹
ãîìîìîðôiçì ψ : M(p) → N−(p) òàêèé ùî g−(p)ψ =

π(ω)f(p). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç π̃(ip) : M(p) → V (pi)N(i)
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i-òèé êîìïîíåíò ψ. Ïîêëàâøè π̃(p) = 1, π̃(i) = π(i) i
π̃(ji) = π(ji) äëÿ i ∈ Ŝ \ {p}, ìè îäåðæó¹ìî ñêîðî÷åííÿ
π̃ : M → N , ùî ¹ íåìîæëèâèì, îñêiëüêè M ¹ íåðîçêëà-
äíèì. ¤

Íàñëiäîê 37. ßêùî M 6' T p - íåðîçêëàäíå çîáðàæå-
ííÿ S òàêå ùî M(p) 6= 0, äå p ïî÷àòîê (êiíåöü), òî-
äi HomS(T p,M) = 0 (âiäïîâiäíî HomS(M,T p) = 0), i
HomS(M, N) ' HomSp

(FpM,FpN) äëÿ áóäü-ÿêîãî iíøî-
ãî çîáðàæåííÿ N ç òèìè ñàìèìè âëàñòèâîñòÿìè.

Íàñëiäîê 38. Íåõàé p ∈ Ŝ - ïî÷àòîê àáî êiíåöü,
M ∈ ind(d,S), äå d(p) > 0 i d 6= ep. Òîäi Dim FpM =

wp Dim M . Çîêðåìà, wp Dim M > 0.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç Ëåìè 36. ¤

Òåïåð ìè ìîæåìî çàâåðøèòè äîâåäåííÿ Òåîðåìè 35.
Î÷åâèäíî, iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ïî÷àòêiâ (àáî êiíöiâ) s =

(p1, p2, . . . , pn), ÿêà ìiñòèòü âñi åëåìåíòè Ŝ (äå n = |S|+1).
Ïîêëàäåìî wi = wpi

i C = w1w2 . . . wn (ïåðåòâîðåííÿ Êî-
êñåòåðà äëÿ ôîðìè Òiòñà QS). Äîâiëüíèé ôiêñîâàíèé âå-
êòîð ç C òàêîæ ¹ ôiêñîâàíèì âåêòîðîì äëÿ êîæíîãî âiä-
äçåðêàëåííÿ wi. Îñêiëüêè QS ñëàáêî äîäàòíÿ, Cx 6= x äëÿ
êîæíîãî x > 0, äëÿ êîæíî¨ d ∈ D(S) ìíîæèíà Wd∩D(S)

¹ ñêií÷åíîþ [28]. Îòæå iñíó¹ òàêå m, ùî Cmd 6> 0. ßêùî
d = Dim M , äå M íåðîçêëàäíå çîáðàæåííÿ, ç Íàñëiäêó
38 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü p = (p1, p2, . . . , pr),
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äå ìè ïîêëàäà¹ìî wn+i = wi äëÿ êîæíîãî i, òàêà, ùî
Dim Fpjpj+1...pn

M = wj . . . wj . . . w2w1d äëÿ êîæíîãî j 6 r

i çîáðàæåííÿ L = FpM ¹ íåðîçêëàäíèì i íåñïðàâæíiì.
Âëàñíå, L(pr) = 0 i L(i) 6= 0 äëÿ i 6= pr, îòæå L - çîáðà-
æåííÿ S′ = Sp \ {pr}. Ïîêëàäiìî d′ = Dim L i Q′ = QS′.
Çàçíà÷èìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü p, à îòæå i ðîçìiðíiñòü d′,
çàëåæèòü ëèøå âiä ðîçìiðíîñòi d, à íå âiä âèáîðó M . Ç
iíäóêòèâíîãî ïðèïóùåííÿ âèïëèâà¹, ùî

• d′ êîðiíü Q′, à îòæå i êîðiíü QS. Îòæå d ¹ òàêîæ
êîðåíåì QS, îñêiëüêè W (S′) ⊆ W (S).

• L - ¹äèíå íåðîçêëàäíå çîáðàæåííÿ ðîçìiðíîñòi d′,
à îòæå M ' Fp∗L - ¹äèíå íåðîçêëàäíå çîáðàæåííÿ
ðîçìiðíîñòi d.

• ßêùî d′ = wei, òîäi HomS′(L,L) ' K(i), à îòæå
HomS′(M, M) ' K(i) çà Íàñëiäêîì 37.

Òàê ñàìî ÿêùî d - áóäü-ÿêèé äîäàòíié êîðiíü QS, ìè
çíàõîäèìî ïîñëiäîâíiñòü ïî÷àòêiâ (àáî êiíöiâ) p = (p1, p2, . . . , pr)

òàêó, ùî âñi âåêòîðè dj = w1w2 . . . wjd (j 6 r) äîäà-
òíi, à dr íåñïðàâæí¹. Òîäi iñíó¹ íåðîçêëàäíå çîáðàæåí-
íÿ ðîçìiðíîñòi dr, à îòæå iñíó¹ íåðîçêëàäíå çîáðàæåí-
íÿ ðîçìiðíîñòi d (¹äèíå, ÿê ìè âæå áà÷èëè âèùå). Îòæå
ìè äîâåëè òâåðäæåííÿ (2),(3) i (6) Òåîðåìè 35. Îñêiëüêè
ìíîæèíà äîäàòíiõ êîðåíiâ ¹ ñêií÷åíîþ, çâiäñè òàêîæ âè-
ïëèâà¹ òâåðäæåííÿ (1). Îòæå, äëÿ êîæíî¨ ðîçìiðíîñòi d

¹ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü îðáiò GMk, äå G = G(d,S) i
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M(k) ∈ rep(d,G). Îñêiëüêè k-íîðìîâàíi òî÷êi ¹ ùiëüíè-
ìè,

⋃
k GMk = rep(d,S). Çàçíà÷èìî, ùî âñi îðáiòè ¹ íåçâi-

äíèìè, îñêiëüêè íåçâiäíîþ ¹ ãðóïà G. Íåõàé C - êîìïî-
íåíò rep(d,S). Òîäi îäíà ç îðáiò Ok ¹ ùiëüíîþ, à îòæå âiä-
êðèòîþ, â C i dimC = dimGMk = dimG−dim St(Mk), äå
St(Mk) ñòàáiëiçàòîð Mk â G. Çàçíà÷èìî, ùî dim St(Mk) =

dim HomS(Mk,Mk).
Çàóâàæèìî ùå, ùî, âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè [12],

ìîæíà äàòè õàðàêòåðèñòèêó ÇÂÌ ñêií÷åííîãî òèïó, àíà-
ëîãi÷íó êðèòåðiþ Êëåéíåðà äëÿ çîáðàæåíü ÷àñòêîâî âïî-
ðÿäêîâàíèõ ìíîæèí [6].

67



Ðîçäië 4

ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÈÕ Â'ßÇÎÊ
ËÀÍÖÞÃIÂ

1. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i

Îçíà÷åííÿ 39. Óçàãàëüíåíà â'ÿçêà ëàíöþãiâ ñêëà-
äà¹òüñÿ ç

(1) äâîõ ìíîæèí E òà F ; ìè ïîçíà÷à¹ìî X = E ∪ F ;
(2) óïîðÿäêóâàííÿ < íà X;
(3) ñèìåòðè÷íèõ âiäíîøåíü ∼ òà − íà X (íå åêâiâàëåí-

òíîñòåé); ìè ïðîäîâæó¹ìî âiäíîøåííÿ − äî åêâi-
âàëåíòíîñòi θ íà X i ïîçíà÷à¹ìî Ec = E ∩ c i Fc =

F ∩ c äëÿ êîæíîãî êëàñó åêâiâàëåíòíîñòi c ∈ X/θ;
(4) äëÿ êîæíîãî êëàñó c ∈ X/θ äâîõ çàäàíèõ ðîçøè-

ðåíü Ec, Fc ïîëÿ K ðîçìiðíîñòi ùîíàéáiëüøå 2.
ßêùî Fc 6= K (âiäïîâiäíî, Ec 6= K), ìè çâåìî åëå-
ìåíòè ç Ec (âiäïîâiäíî, ç Fc) �òîâñòèìè� (çâåðíiòü
óâàãó íà òå, ùî ïðè âèçíà÷åííi òîâñòèõ åëåìåíòiâ ç
E ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïîëÿ Fc i íàâïàêè). ßêùî x ∈ Ec

(x ∈ Fc), òî ìè ïîçíà÷àòèìåìî òàêîæ Kx = Ec

(âiäïîâiäíî, Kx = Fc).

Öi äàíi ìàþòü çàäîâîëüíÿòè íàñòóïíèì óìîâàì:

(1) ÿêùî x− y i x ∈ E , òî y ∈ F ;
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(2) ÿêùî x ∼ y, òî Kx = Ky;
(3) äëÿ êîæíîãî êëàñó c ìíîæèíè Ec i Fc ¹ ëàíöþãàìè

âiäíîñíî âïîðÿäêóâàííÿ <;
(4) #{y|y ∼ x} ≤ 1 äëÿ êîæíîãî x ∈ X;
(5) ÿêùî åëåìåíò x òîâñòèé, òî x ∼ x.
(6) ÿêùî x, x′, y, y′ ∈ X � òàêi, ùî x− y, x− y′, x′ − y

i x′ < x, y < y′, òî òàêîæ x′ − y′.

Îñòàííÿ óìîâà, ÿê áóäå âèäíî ç íàñòóïíèõ îçíà÷åíü,
�çàáîðîíÿ¹� òàêèé âèïàäîê, êîëè äîäàâàííÿ ïðè ïåðåòâî-
ðåííÿ ìàòðèöü ìàþòü âèãëÿä

−→

↑

 0 ∗
∗ ∗




Çàóâàæåííÿ 40. Äëÿ áiëüøîñòi çàñòîñóâàíü äîñòà-
òíüî �ïðîñòîãî� âèïàäêó, à ñàìå, êîëè E òà F ¹ îá'¹äíàí-
íÿì ëàíöþãiâ, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ:

E =
⊔
i

Ei, F =
⊔
j

Fj

Ei,Fj - ëàíöþãè

ïðè÷îìó

ÿêùî x ∈ Ei, y ∈ Fj, òî x− y ⇒ i = j.

Ó öüîìó âèïàäêó óìîâà (2) çàäàâîëüíÿ¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî.
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Íàäàëi ìè ÷àñòî áóäåìî îïóñêàòè ñëîâî �óçàãàëüíåíèé�
i êàçàòè ïðîñòî �â'ÿçêà ëàíöþãiâ�. Ââåäåìî ùå òàêi îçíà-
÷åííÿ

Îçíà÷åííÿ 41. (1) Åëåìåíò x íàçâåìî ïîäâiéíèì,
ÿêùî âií íå ¹ òîâñòèì i x ∼ x.

(2) Äëÿ êîæíîãî ïîäâiéíîãî åëåìåíòà x ââåäåìî íîâèé
åëåìåíò x∗ i ïîçíà÷èìî X∗ = Xu{ x∗ | x ïîäâiéíèé }.

(3) Ìè ïðîäîâæó¹ìî âiäíîøåííÿ < òà − (àëå íå ∼)
íà ìíîæèíó X∗ òàê, ùî êîæåí åëåìåíò x∗ íàñëiäó¹
âñi âiäíîøåííÿ, â ÿêèõ ïåðåáóâà¹ åëåìåíò x. (Íà-
ïðèêëàä, ÿêùî x < y, òî x < y∗, x∗ < y, x∗ < y∗

ó êîæíîìó âèïàäêó, êîëè âiäïîâiäíi åëåìåíòè âè-
çíà÷åíi.)

(4) Ïîêëàäåìî E∗c = Ec u { x∗ | x ∈ Ec, ïîäâiéíèé } òà
F∗

c = Fcu{ x∗ | x ∈ Fc, ïîäâiéíèé }; E∗ = ∩cE∗, F∗ =

∩cF∗
c .

Òåïåð ìè ââîäèìî ïîíÿòòÿ çîáðàæåííÿ óçàãàëüíåíî¨
â'ÿçêè ëàíöþãiâ.

Îçíà÷åííÿ 42. Çîáðàæåííÿ A â'ÿçêè ëàíöþãiâ âè-
çíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

(1) êîæíîìó x ∈ X ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíñòü íàòóðàëü-
íå ÷èñëî nx ïðè÷îìó ÿêùî x ∼ y, òî nx = ny;

(2) êîæíié ïàði (x, y), äå x−y, x ∈ E∗c , y ∈ F∗
c ) ñòàâè-

òüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöÿ Axy ðîçìiðó nx × ny
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ç åëåìåíòàìè ç Ec ⊗ Fc. (ßêùî nx = 0 àáî ny = 0,
öÿ ìàòðèöÿ �ïîðîæíÿ�: íå ìà¹ æîäíîãî ðÿäêà àáî,
âiäïîâiäíî, ñòîâï÷èêà.)

(3) Âåêòîð Dim A = (nx | x ∈ X∗) íàçâåìî ðîçìiðíi-
ñòþ çîáðàæåííÿ A.

Ìè ùå ìà¹ìî âèçíà÷èìè, ÿêi çîáðàæåííÿ ìè ââàæàòè-
ìåìî �îäíàêîâèìè�, òî÷íiiøå, åêâiâàëåíòíèìè.

Îçíà÷åííÿ 43. (1) Äëÿ x ∈ E∗c (âiäïîâiäíî, äëÿ
x ∈ F∗

c ) ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hx ïðîñòið EndEc
(Ec⊗Fc)

(âiäïîâiäíî, EndFc
(Ec ⊗ Fc) ).

(2) Çîáðàæåííÿ A i B, ÿêi ìàþòü îäíàêîâó ðîçìið-
íiñòü, íàçâåìî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî ¨õ ìîæíà ïå-
ðåòâîðèòè îäíå íà îäíå ïîñëiäîâíiñòþ íàñòóïíèõ
åëåìåíòàðííèõ ïåðåòâîðåíü:
(a) Åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè íàä Ec (âiä-

ïîâiäíî, íàä Fc) îäíî÷àñíî â óñié x-ñìóçi, òîá-
òî â óñiõ ìàòðèöÿõ Axy ç ôiêñîâàíèì x ∈ E∗c
(âiäïîâiäíî, â óñiõ ìàòðèöÿõ Ayx ç ôiêñîâàíèì
x ∈ F∗

c ); ïðè öüîìó, ÿêùî x ∼ z, ïåðåòâîðåííÿ
â ñìóãàõ x i z ìàþòü áóòè îäíàêîâèìè, ÿêùî
îáèäâà öi åëåìåíòè íàëåæàòü E∗ àáî F∗ i êîí-
òðàãðåäi¹íòíèìè, ÿêùî îäèí ç íèõ íàëåæèòü
E∗, à iíøèé F∗.
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(b) Äîäàâàííÿì ÿêîãîñü ðÿäêà (ñòîâï÷èêà) iç x-
ñìóãè, äîìíîæåíîãî íà ãîìîìîðôiçì ç Hx äî
ÿêîãîñü ðÿäêà (ñòîâï÷èêà) iç x′-ñìóãè, ÿêùî
x < x′ i îáèäâà öi åëåìåíòè íàëåæàòü îäíié
ìíîæèíi E∗c (âiäïîâiäíî, F∗

c ).
Íàïðèêëàä, ÿêùî x, x′ ∈ Ec i ïîëå Fc ìà¹ áàçó α, β

íàä K, à Ec = K, òî ðÿäîê a ç x-ñìóãè ìà¹ âèãëÿä
a1α+a2β, äå a1, a2 � ðÿäêè ç åëåìåíòàìè ç ïîëÿ K.
Òàê ñàìî ðÿäîê b iç x′-ñìóãè ìà¹ âèãëÿä b1α + b2β,
äå b1, b2 � ðÿäêè ç åëåìåíòàìè ç ïîëÿ K. Ó öüîìó
âèïàäêó ìîæíà äîäàâàòè îêðåìî ðÿäîê a1 äî b1, i
îêðåìî a2 äî b2.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî êîëè âñi ïîëÿ Ec òà Fc çáiãàþòüñÿ ç
îñíîâíèì ïîëåì K, öå îçíà÷åííÿ çáiãà¹òüñÿ ç îçíà÷åííÿì
â'ÿçêè ëiíöþãiâ òà éîãî çîáðàæåíü ç ïiäðîçäiëó 1.4 (àáî
ðîáîòè [2]).

2. Ðåçóëüòàò

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè âèâåäìî êîìáiíàòîðíó êëàñèôiêà-
öiþ íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü óçàãàëüíåíèõ â'ÿçîê ëàíöþ-
ãiâ, àíàëîãi÷íó òié, ÿêà îòðèìàíà â ðîáîòi [2]. Âîíà äîáðå
âêëàäà¹òüñÿ â êîìáiíàòîðèêó òàê çâàíèõ �ñòðóí òà ñòði÷î-
ê�, ÿêà äîñèò ÷àñòî çóñòði÷à¹òüñÿ â ðiçíèõ çàäà÷àõ òåîði¨
çîáðàæåíü

2.1. Êîìáiíàòîðèêà ñëiâ.
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Îçíà÷åííÿ 44. (1) X-cëîâîì (àáî ïðîñòî ñëîâîì)
íàçâåìî ïîñëiäîâíiñòü

w = a0r1a1r2a2 . . . rmam,

äå âñi ak ∈ X, à êîæåí rk ¹ ∼ àáî −, ïðè÷îìó äëÿ
âñiõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü k âèêîíóþòüñÿ âëàñòèâîñòi:
• ak−1rkak â X.
• rk 6= rk+1.

(2) Ìè ïîçíà÷à¹ìî w∗ ïðîòèëåæíå ñëîâî, òîáòî w∗ =

amrmam−1 . . . a1r0a0. Ñëîâî w çâåòüñÿ ñèìåòðè÷íèì,
ÿêùî w = w∗.

(3) Äîïóñòèìèìè ñëîâàìè çâóòüñÿ òàêi:
• (i) x1 ∼ x2−x3 ∼ x4−x5 ∼ x6− ...−xn−1 ∼ xn;
• (ii) x− x1 ∼ x2 − ...− xn−1 ∼ xn çà óìîâè, ùî

x 6∼ y äëÿ âñiõ y 6= x;
• (iii) x− x1 ∼ x2− ...− xn−1 ∼ xn− z çà óìîâè,
ùî x 6∼ y, êîëè y 6= x, i z 6∼ y, êîëè y 6= z.

(4) Êiíåöü ñëîâà, ÿêèé ìà¹ âèãëÿä x − y, äå åëåìåíò
x àáî y ¹ ïîäâiéíèì, çâåòüñÿ îñîáëèâèì. (ßêùî
w = x− y, x ∼ x, y ∼ y, îáèäâà êiíöi ââàæàþòüñÿ
îñîáëèâèìè.)

(5) Äîïóñòèìå ñëîâî ç îäíèì îñîáëèâèì ëiâèì êiíöåì
çâåòüñÿ îñîáëèâèì. Äîïóñòèìå ñëîâî ç äâîìà îñî-
áëèâèìè êiíöÿìè çâåòüñÿ áiîñîáëèâèì. Äîïóñòè-
ìå ñëîâî áåç îñîáëèâèõ êiíöiâ çâåòüñÿ çâè÷àéíèì.
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(6) Áiîñîáëèâå ñëîâî çâåòüñÿ ïåðiîäè÷íèì, ÿêùî âîíî
ìà¹ âèãëÿä v ∼ v ∼ · · · ∼ v àáî v ∼ v∗ ∼ v ∼ v∗ ∼
· · · ∼ v ∼ v∗.

(7) Ñëîâî òèïó (i), òàêå ùî xn − x1 çâåòüñÿ öèêëîì.
Öèêë çâåòüñÿ ïåðiîäè÷íèì, ÿêùî âií ìà¹ âèãëÿä
w = v−v−v− ...−v äëÿ äåÿêîãî êîðîòøîãî ñëîâà
v (âîíî àâòîìàòè÷íî ¹ öèêëîì).

(8) ßêùî w � öèêë, òî ÷åðåç w(k) ïîçíà÷à¹òüñÿ éîãî
k-èé çñóâ, òîáòî öèêë a2k ∼ a2k+1−· · · ∼ am−a0 ∼
· · · ∼ a2k−1. (Çàóâàæèìî, ùî äîâæèíà m öèêëà çàâ-
æäè íåïàðíà.) Öèêë çâåòüñÿ ñèìåòðè÷íèì, ÿêùî
w∗ = w(k) äëÿ äåÿêîãî k.

Îçíà÷åííÿ 45. Íàñòóïíi ñëîâà çâóòüñÿ �ñòðóííèìè
äàíèìè� :

• (a) íåñèìåòðè÷íå çâè÷àéíå ñëîâî;
• (b) ïàðà (w, δ), äå w � îñîáëèâå ñëîâî, à δ ∈ {1, 2}
(çàóâàæèìî, ùî îñîáëèâå ñëîâî íå ìîæå áóòè ñè-
ìåòðè÷íèì);

• (c) ÷åòâiðêà (w, δ1, δ2, n), äå w � íåñèìåòðè÷íå i
íåïåðiîäè÷íå áiîñîáëèâå ñëîâî, n ∈ N, à δ1, δ2 ∈
{ 1, 2 }.

Îçíà÷åííÿ 46. Ïàðà (w, f(t)), äå w � íåïåðiîäè÷íèé
öèêë, à f(t) � ñòåïiíü äåÿêîãî íåçâiäíîãî ïîëiíîìà, íàä
ïîëåì K, âiäìiííîãî âiä t, à ÿêùî öèêë w ñèìåòðè÷íèé,
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âiäìiííîãî òàêîæ âiä t− 1, çâåòüñÿ �ñòði÷êîâèìè äàíè-
ìè� .

2.2. Îñíîâíà òåîðåìà. Ìè âñòàíîâèìî íàñòóïíèé ðå-
çóëüòàò, àíàëîãi÷íèé îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó ðîáîòè [2].

Òåîðåìà 47. Íåðîçêëàäíi çîáðàæåííÿ çíàõîäÿòüñÿ ó
âçà¹ìíî îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi çi ñòðóííèìè äàíèìè
òà ñòði÷êîâèìè äàíèìè ç òî÷íiñòþ äî �ïðèðîäíî¨� åêâi-
âàëåíòíîñòi, à ñàìå, òàêi äàíi âèçíà÷àþòü îäíå é òå
ñàìå çîáðàæåííÿ â íàñòóïíèõ âèïàäêàõ i ëèøå â íèõ:

• çâè÷àéíi ñëîâà w òà w∗;
• ÷åòâiðêè (w, δ1, δ2, n) òà (w∗, δ2, δ1, n), äå w � áiîñî-
áëèâå ñëîâî;

• ïàðè (w, f(t)) òà (w
(k)
1 , f1(t)), äå w1 = w àáî w =

w∗, à f1(t) = f(t), ÿêùî k ïàðíå, i f1(t) = tdf(1/t),
ÿêùî k íåïàðíå, äå d = deg f(t).

Äîâåäåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó, ÿê i â ðîáîòi [2] ¹ ðå-
êóðñèâíèì. Ñïî÷àòêó ìè ðîçãëÿäà¹ìî íàéïðîñòiøi çàäà÷i
(�àòîìíi�), äëÿ ÿêèõ âiäïîâiäü âiäîìà. Íàäàëi ìè âèêîðè-
ñòîâó¹ìî äåÿêèé âàðiàíòü àëãîðèòìó çâåäåííÿ, ïiñëÿ ÷îãî
îäåðæó¹ìî çíîâó çàäà÷ó ïðî çîáðàæåííÿ (íîâî¨) â'ÿçêè
ëàíöþãiâ, àëå âæå ìåíøî¨ ðîçìiðíîñòi. Ïiñëÿ öüîãî äî-
âåäåííÿ îäåðæó¹òüñÿ ïðîñòþ iíäóêöi¹þ. Öåé ïëàí áóäå
ðåàëiçîâàíî â íàñòóïíèõ ïiäðîçäiëàõ.
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3. Àòîìíi çàäà÷i (îäèí x òà îäèí y)

Çàäà÷ó ïðî â'ÿçêó ëàíöþãiâ áóäåìî çâàòè ¾àòîìíîþ¿,
ÿêùî #(E) = #(F) = 1. Ó çàëåæíîñòi âiä íàÿâíîñòi ÷è
âiäñóòíîñòi âiäíîøåíü ∼ òà ðîçøèðåíü îñíîâíîãî ïîëÿ âè-
íèêà¹ êiëüêà ìîæëèâîñòåé.

3.1. Ñïèñîê àòîìíèõ çàäà÷.

(1) x 6∼ x, y 6∼ y, x 6∼ y, E = F = K .
Òîäi ìè ìà¹ìî îäíó ìàòðèöþ ç åëåìåíòàìè ç K :

y

x

Âñi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ äîçâîëÿþòüñÿ.
(2) x 6∼ x, y 6∼ y, x ∼ y, E = F = K .

Çíîâó ìà¹ìî òiëüêè îäíó ìàòðèöþ íàä K :

y

x
,

Íà öåé ðàç äîçâîëÿþòüñÿ ëèøå ïîäiáíi ïåðåòâîðå-
ííÿ: A 7→ S−1AS.

(3) (a) x 6∼ x, y ∼ y, E = F = K .
Òóò ìè ìà¹ìî âæå äâi ìàòðèöi ç åëåìåíòàìè ç
K :

y y∗

x

Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ ìàþòü ïðî-
âîäèòèñü îäíî÷àñíî â îáîõ ìàòðèöÿõ.
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(b) x ∼ x, y 6∼ y, E = F = K .
Öå � çàäà÷à, �òðàíñïîíîâàíà� äî ïîïåðåäíüî¨
(çíîâó ìà¹ìî äâi ìàòðèöi, àëå íà öåé ðàç ñïiëü-
íèìè ¹ ïåðåòîâîðåííÿ ñòîâï÷èêiâ).

(4) x ∼ x, y ∼ y, E = F = K .
Îòðèìó¹ìî ÷îòèðè ìàòðèöi ç åëåìåíòàìè ç K :

y y∗

x

x∗

.

Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ äîçâîëÿþòüñÿ ëèøå âñå-
ðåäèíi ðÿäêà àáî ñòîâï÷èêà.

(5) (a) x ∼ x , y 6∼ y , E = K , (F : K) = 2 (îòæå,
åëåìåíò x òîâñòèé).
Îòðèìó¹ìî ìàòðèöþ ç åëåìåíòàìè ç F :

F

K F
.

Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ äîçâîëÿþòüñÿ
ëèøå íàä K , ñòîâï÷èêiâ - ëèøå íàä F .

(b) x 6∼ x , y ∼ y , F = K , (E : K) = 2 (åëåìåíò
y òîâñòèé).
Öå � çàäà÷à �òðàíñïîíîâàíà� äî ïîïåðåäíüî¨.

(6) (a) x ∼ x, y ∼ y, E = K, (F : K) = 2 (îòæå,
åëåìåíò x òîâñòèé, à åëåìåíò y ïîäâiéíèé).
Òóò ìè îòðèìó¹ìî äâi ìàòðèöi ç åëåìåíòàìè ç
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F :

F F

K F F
.

Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ ñïiëüíi i ïðî-
âîäÿòüñÿ âèêëþ÷íî íàä K , åëåìåíòàðíi ïåðå-
òâîðåííÿ ñòîâï÷èêiâ ðîçäiëüíi i ïðîâîäÿòüñÿ
íàä ïîëåì F .

(b) x ∼ x, y ∼ y, (E : K) = 2, F = K .
Öå � çàäà÷à �òðàíñïîíîâàíà�äî ïîïåðåäíüî¨.

(7) x ∼ x, y ∼ y, (E : K) = (F : K) = 2 .
Îòðèìó¹ìî ìàòðèöþ ç åëåìåíòàìè ç E ⊗K . Åëå-
ìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêi â(ñòîâï÷èêiâ) äîçâî-
ëÿþòüñÿ ëèøå íàä E (âiäïîâiäíî, íàä F ).

Âèïàäêè 1�4 � öå, çâè÷àéíî, àòîìíi çàäà÷i ç ðîáîòè [2]).

3.2. Êâàäðàòè÷íi ôîðìè âiäïîâiäíi äî àòîìíèõ
çàäà÷. Àòîìíi çàäà÷i ¹, âëàñíå, ÷àñòêîâèì âèïàäêîì çî-
áðàæåíü íîðìîâàíèõ ãðàôiâ, ðîçãëÿíóòèõ Äëàáîì òà Ðií-
ãåëåì (äèâ. [24]), òîæ ÿ âèêîðèñòîâóþ ¨õ ðåçóëüòàòè. Çîêðå-
ìà, ÿ âèêîðèñòîâóþ êâàäðàòè÷íi ôîðìè, âiäïîâiäíi äî àòîì-
íèõ çàäà÷. Ñàìå, íèìè áóäåìî íàçèâàòè íàñòóïíi êâàäðà-
òè÷íi ôîðìè (âiäïîâiäíî äî ðîçãëÿíóòèõ âèïàäêiâ àòîì-
íèõ çàäà÷):

(1) x2 + y2 − xy

(2) x2 − x2 = 0
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(3) (a) x2 + y2 + y2
1 − x(y + y1)

(òóò y1 âiäïîâiäà¹ íîâîìó åëåìåíòó y∗ )
(b) x2 + x2

1 + y2 − (x + x1)y

(4) x2 + x2
1 + y2 + y2

1 − (x + x1)(y + y1)

(5) (a) x2 + 2y2 − 2xy

(b) 2x2 + y2 − 2xy

(6) (a) x2 + 2y2 + 2y2
1 − 2x(y + y1)

(b) 2x2 + 2x2
1 + y2 − 2(x + x1)y

(7) 2x2 + 2y2 − 4xy

Îçíà÷åííÿ 48. Êîðåíi êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè Q(x) âè-
çíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

• �äiéñíi� êîðåíi � öå êîðåíi ðiâíÿííÿ Q(x) = 1

àáî, ó âèïàäêó ç ðîçøèðåííÿì, Q(x) = 2.
• �óÿâíi� êîðåíi � öå êîðåíi ðiâíÿííÿ Q(x) = 0.

3.3. Çîáðàæåííÿ àòîìíèõ çàäà÷. Äëÿ çîáðàæåíü
àòîìíèõ çàäà÷ ÿ âèêîðèñòàþ ðåçóëüòàòè Äëàáà òà Ðiíãåëÿ
(äèâ. [24]). Ç öèõ ðåçóëüòàòiâ âèïëèâà¹:

(1) íåðîçêëàäíi çîáðàæåííÿ iñíóþòü òiëüêè â òèõ ðîç-
ìiðíîñòÿõ, ÿêi ¹ êîðåíÿìè âiäïîâiäíèõ êâàäðàòè-
÷íèõ ôîðì

(2) äiéñíèé êîðåíü ìà¹ òiëüêè îäíå íåðîçêëàäíå çîáðà-
æåííÿ i öå ¹ çîáðàæåííÿì ¾çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ¿
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(òîáòî íà êîæíîìó êðîöi çâåäåííÿ ÷àñòèíà ìàòðè-
öi, ÿêó ìè ñïðîùó¹ìî, ìà¹ ìàêñèìàëüíèé ðàíã; òî-
÷íå îçíà÷åííÿ: îðáiòà íåðîçêëàäíîãî çîáðàæåííÿ
¹ âiäêðèòîþ ó ïðîñòîði âñiõ çîáðàæåíü äàíî¨ ðîç-
ìiðíîñòi).

Íàâåäåìî ñïèñêè íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü. Êîæíîìó
ç íèõ ìè ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü äåÿêi ñòðóííi àáî ñòði-
÷êîâi äàíi. Ìè êîðèñòó¹ìîñÿ íóìåðàöi¹þ àòîìíèõ çàäà÷,
ââåäåíîþ âèùå.

Ñïèñîê íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü:

(1) Êîðiíü (1, 1) :
1 , w = e− f

(2) Óÿâíèé êîðiíü (n) (äiéñíèõ êîðåíiâ íåìà¹):

Φf (Ìàòðèöÿ Ôðîáåíióñà, ùî âiäïîâiäà¹ f(t) ),

¨é âiäïîâiäàþòü ñòði÷êîâi äàíi (w = e − f, f(t)) ,
ÿêùî f(t) 6= td i ñòðóíðíi äàíi w = e ∼ f − e ∼
f − · · · − e ∼ f , ÿêùî f(t) = td. Ó îñòàííüîìó
âèïàäêó ìè îäåðæèìî êëiòèíó Æîðäàíà:

J0 =




0 1 0 . . . 0
... 0 1 . . .

...
... ... . . . . . . ...
... ... ... . . . 1

0 . . . . . . . . . 0




.
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(3) • Êîðiíü (1, 1, 1) :

1 1

w = e− f ∼ f

• Êîðiíü (1, 1, 0) :

1

(äðóãà ìàòðèöÿ ïîðîæíÿ): (w, 1), äå w = e−f .
• Êîðiíü (1, 0, 1) :

1

(ïåðøà ìàòðèöÿ ïîðîæíÿ): (w, 2), äå w = e −
f .

(4) • Êîðiíü (n, n, n, n + 1)




1 0 . . . 0 0 1 0 . . . 0

0 1 . . . 0 0 0 1 . . . 0
... ... . . . ... ... ... ... . . . ...
0 0 . . . 1 0 0 0 . . . 1

1 0 . . . 0 1 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0 1 . . . 0 0
... ... . . . ... ... ... . . . ... ...
0 0 . . . 1 0 0 . . . 1 0




Öüîìó çîáðàæåííþ âiäïîâiäà¹ ïàðà (w, 2), äå
w = f − e ∼ e − f ∼ f − · · · − f ∼ f .
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Ïàði (w, 1) âiäïîâiäà¹ çîáðàæåííÿ ðîçìiðíîñòi
(n, n, n + 1, n), ÿêå îäåðæó¹òüñÿ ç íàâåäåíîãî
ïåðåñòàíîâêîþ âåðòèêàëüíèõ ñìóã.

• Êîðiíü (n, n, n, n− 1)




1 0 . . . 0 0 1 0 . . . 0

0 1 . . . 0 0 0 1 . . . 0
... ... . . . ... ... ... ... . . . ...
0 0 . . . 1 0 0 0 . . . 1

0 0 . . . 0 1 0 0 . . . 0

1 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0

0 1 . . . 0 0 1 0 . . . 0
... ... . . . 0 0 0 1 . . . 0
... ... . . . . . . ... ... ... . . . ...
0 0 . . . 0 1 0 0 . . . 1




Öüîìó çîáðàæåííþ âiäïîâiäà¹ ïàðà (w, 2), äå
w = f ∼ e ∼ e − f ∼ f − · · · − e ∼ e .
Ïàði (w, 1) âiäïîâiäà¹ çîáðàæåííÿ ðîçìiðíîñòi
(n, n, n − 1, n), ÿêå îäåðæó¹òüñÿ ç íàâåäåíîãî
ïåðåñòàíîâêîþ âåðòèêàëüíèõ ñìóã.

• Çîáðàæåííÿ, ÿêi âiäïîâiäàþòü êîðåíÿì (n +

1, n, n, n) òà (n−1, n, n, n) îäåðæóþòüñÿ ç ïîïå-
ðåäíiõ òðàíñïîíóâàííÿì. Âiäïîâiäíi äàíi îäåð-
æóþòüñÿ çàìiíîþ e íà f i íàâïàêè.

• Êîðiíü (n, n + 1, n, n + 1)
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


1 0 . . . 0 1 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0 1 . . . 0 0
... ... . . . ... ... ... . . . ... ...
0 0 . . . 1 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 1 0 0 . . . 0

1 0 . . . 0 0 1 0 . . . 0

0 1 . . . 0 0 0 1 . . . 0
... ... . . . ... ... ... ... . . . ...
0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 1




Öüîìó çîáðàæåííþ âiäïîâiäà¹ ÷åòâiðêà (w, 2, 2, 2n+

1), äå w = e − f (¹äèíå íåïåðiîäè÷íå i íå-
ñèìåòðè÷íå áiîñîáëèâå ñëîâî). Çìiíà �äîäàòêî-
âèõ äàíèõ� δ1, δ2 âiäïîâiäà¹ ïåðåñòàíîâöi âåð-
òèêàëüíèõ i ãîðèçîíòàëüíèõ ñìóã. Öå äà¹ çî-
áðàæåííÿ, ÿêi âiäïîâiäàþòü êîðåíÿì (n+1, n, n, n+

1) , (n, n + 1, n + 1, n) i (n, n + 1, n + 1, n) .
Â íàñòóïíèõ àòîìíèõ çàäà÷àõ ìè íå áóäåìî
ñïåöiàëüíî îãîâîðþâàòè ïîäiáíi ïåðåñòàíîâêè
ñìóã, ÿêi âiäïîâiäàþòü ïîäâiéíèì òî÷êàì, îñêiëü-
êè ¨õ ëåãêî âiäíîâèòè.

• Óÿâíèé êîðiíü (n, n, n, n)
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Éîìó âiäïîâiäàþòü çîáðàæåííÿ âèãëÿäó

 I I

I Φf




äå Φf � ìàòðèöÿ Ôðîáåíióñà ç õàðàêòåðèñòè-
÷íèì ìíîãî÷ëåíîì f(t). Éîìó âiäïîâiäàþòü ñòðóí-
íi äàíi (w, f(t)), äå w = e ∼ e− f ∼ f (¹äèíèé
íåïåðiîäè÷íèé öèêë), ÿêùî f(t) 6= td i f(t) 6=
(t− 1)d (çàóâàæèìî, ùî öèêë w ñèìåòðè÷íèé:
w∗ = w(1)). ßêùî f(t) = (t− 1)d, öüîìó çîáðà-
æåííþ âiäïîâiäà¹ íåîñîáëèâå ñëîâî e ∼ e−f ∼
f ∼ · · ·−e ∼ e−f ∼ f (ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòà-
íîâîê âåðòèêàëüíèõ òà ãîðèçîíòàëüíèõ ñìóã),
à ÿêùî f(t) = td, öüîìó çîáðàæåííþ âiäïîâiäà¹
÷åòâiðêà (w, 1, 1, 2n), äå w = e − f . Çìiíi äî-
äàòêîâèõ äàíèõ δ1, δ2 â öié ÷åòâiðöi çíîâ-òàêè
âiäïîâiäà¹ ïðåðåñòàíîâêà âåðòèêàëüíèõ i ãîðè-
çîíòàëüíèõ ñìóã. Â öüîìó ðàçi ðåçóëüòàò çàëå-
æèòü âiä òîãî, íà ÿêîìó ìiñöi ðîçòàøîâàíà âè-
ðîäæåíà ìàòðèöÿ J0(n) (íiëüïîòåíòíà êëiòèíà
Æîðäàíà).
w = e ∼ e− f ∼ f − · · · − f ∼ f

(5) • Êîðiíü (1, 1) :
(1) w = e− f

• Êîðiíü (1, 2) :
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(1 α) where E =< 1, α > w = e− f ∼ f

(6) • Êîðiíü (2n + 1, n + 1, n)




1 0 . . . . . . 0 1 0 . . . 0

0 1 . . . . . .
... α 0 . . .

...
... α . . . . . .

... ... 1 . . .
...

... ... 1
... ... ... α

... ...
... ... α

... ... ... ... . . . ...
... ... ... ... 1

... ... ... α

0 . . . . . . . . . α 0 . . . . . . 0




w = e− f ∼ f − e ∼ e− ...− f

• Êîðiíü (2n + 1, n, n)




1 0 . . . 0 0 0 . . . 0

α 0 . . .
... 1 0 . . .

...
0 1 . . .

... α 0 . . .
...

... α
... ... ... 1 . . .

...
... ... . . . ... ... α

... ...
... ... ... 1

... ... . . . ...
... ... ... α

... ... ... 1

0 . . . . . . 0 0 . . . . . . α




w = e ∼ e− f ∼ f − e ∼ e− ...− e

• Êîðiíü (2n− 1, n, n)
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


1 0 . . . 0 1 0 . . . 0

0 1 . . .
... α 0 . . .

...
... α

... ... 0 1
... ...

... ... . . . ... ... α
... ...

... ... ... 1
... ... . . . ...

0 . . . . . . α 0 . . . . . . 1




w = e− f ∼ f − e ∼ e− ...− f ∼ f

• Êîðiíü (2n + 2, n + 1, n))




1 0 . . . 0 0 . . . 0

α 0 . . .
... 1 . . .

...
... . . . ... ... α . . .

...
... ... 1

... ... . . . ...
... ... α

... 0 . . . 1

0 . . . 0 1 0 . . . α

0 . . . 0 α 0 . . . 0




w = e ∼ f − f ∼ f − e ∼ e− ...− f

• Êîðiíü (2n, n + 1, n)
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


1 0 . . . . . . 0 1 0 . . . 0

0 1 . . . . . .
... α 0 . . .

...
... α . . . . . .

... 0 1
... ...

... ... . . . ... ... ... α
... ...

0 . . . . . . 1 0
... ... . . . ...

0 . . . . . . α 0 0 . . . . . . 1

0 . . . . . . 0 1 0 . . . . . . α




w = f ∼ f − e ∼ e− f ∼ f − ...− f

• Óÿâíèé êîðiíü (2n, n, n)




Φπ 0 . . . 0 I 0 . . . αI

0 I . . .
... αI 0 . . . 0

... αI
... ... 0 I

... ...
... ... . . . ... ... αI

... ...
0 . . . . . . I

... ... . . . ...
0 . . . . . . αI 0 . . . . . . I




(n íåïàðíå)
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


αΦπ 0 . . . 0 I 0 . . . 0

0 I
... ... αI 0 . . .

...
... αI

... ... 0 I
... ...

... ... . . . ... ... αI
... ...

... ... ... I
... ... . . . ...

... ... ... αI
... ... ... I

I 0 . . . 0 0 . . . . . . αI




(n ïàðíå)

w = e− f ∼ f − e , π(t)

(7) • Êîðiíü (n, n + 1)




α β 0 . . . 0 0

0 α β . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . α β




äå E =< 1, α > , F =< 1, β >

w = e−f ∼ f−e ∼ e− ...−f ∼ f (n íåïàðíå)
w = f − e ∼ e− f ∼ f − ...− f ∼ f (n ïàðíå)

• Êîðiíü (n + 1, n)
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


α 0 . . . 0

β α . . .
...

0 β . . . ...
... ... . . . α

0 . . . . . . β




w = f−e ∼ e−f ∼ f− ...−e ∼ e (n íåïàðíå)
w = e− f ∼ f − e ∼ e− ...− e ∼ e (n ïàðíå)

• Óÿâíèé êîðiíü (n, n) :



αI βI 0 . . . 0

0 αI βI . . . 0
... ... . . . . . . ...
0 0 0 . . . βI

βΦπ 0 0 . . . αI




w = e ∼ e− f ∼ f , π(t) .

4. Çâåäåííÿ ìàòðèöü

Öÿ ÷àñòèíà ¹, íàïåâíî, íàéâàæëèâiéøîþ. Â íié ïîêà-
çàíî, ùî êîëè ìè ñïðîùó¹ìî àòîìíó ÷àñòèíó â'ÿçêè ëàí-
öþãiâ X = {E ,F , <,−,∼} i îáìåæåìî åëåìåíòàðíi ïåðå-
òâîðåííÿ äî òàêèõ, ÿêi íå çìiíþþò êàíîíi÷íî¨ ôîðìè öi¹¨
÷àñòèíè, ìè çíîâó îòðèìó¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ (íîâî¨) â'ÿç-
êè ëàíöþãiâ. Iíøèìè ñëîâàìè, ìè ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè
íàñòóïíi ïðàâèëà äëÿ êîíñòðóþâàííÿ öüîãî íîâî¨ â'ÿçêè
ëàíöþãiâ:
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(1) Îáåðåìî ìiíiìàëüíèé åëåìåíò e ∈ E òà ìiíiìàëü-
íèé åëåìåíò f ∈ F òàêi, ùî e − f . Ïîêëàäåìî
E− = E \ {e}, F− = F \ {f} .

(2) Ðîçãëÿíåìî àòîìíó çàäà÷ó, âèçíà÷åíó â'ÿçêîþ ({e}, {f})
(ç âiäíîøåííÿì ∼ ); íàçâåìî òàêó çàäà÷ó àòîìíîþ
÷àñòèíîþ X .

(3) Çíàéäiìî ìíîæèíó S âñiõ ñëiâ, âiäïîâiäíèõ äî íå-
ðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü öi¹¨ àòîìíî¨ çàäà÷i.

(4) Ïîáóäó¹ìî ìíîæèíè E+ and F+ íàñòóïíèì ÷è-
íîì:
(a) ÿêùî iñíó¹ x ∈ E− òàêå, ùî x−w àáî w − x

ìîæëèâå, àëå íåìà¹ y ∈ F− ç öi¹þ âëàñòèâi-
ñòþ, òîäi w ∈ F+ ; â öüîìó âèïàäêó ïîêëàäåìî
w − x äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ x ∈ E− ç öi¹þ âëà-
ñòèâiñòþ;

(b) ÿêùî iñíó¹ x ∈ F− òàêå, ùî x−w àáî w− x

ìîæëèâå, àëå íåìà¹ y ∈ E− ç öi¹þ âëàñòèâi-
ñòþ, òîäi w ∈ E+ ; â öüîìó âèïàäêó ïîêëàäåìî
w − x äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ x ∈ F− ç öi¹þ âëà-
ñòèâiñòþ;

(c) ÿêùî iñíóþòü i x ∈ E− òàêå, ùî x−w or w−x

ìîæëèâå, i y ∈ F− ç òi¹þ ñàìîþ âëàñòèâiñòþ,
ðîçãëÿíåìî äâà íîâi ñèìâîëè we, wf òà äîäàìî
we to E+ , wf to F+ ; â öüîìó âèïàäêó ïîêëà-
äåìî we ∼ wf , we − y äëÿ âñiõ y ∈ F− òà
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wf − x äëÿ âñiõ x ∈ E− ç öi¹þ âëàñòèâiñòþ;
ïîêëàäåìî òàêîæ we ∼ wf ;

(d) íàçâiìî w òîâñòèì, ÿêùî EndAw/radEndAw 6=
K , äå Aw âiäïîâiäíå çîáðàæåííÿ;

(e) íàçâåìî w ïîäâiéíèì, ÿêùî w ∼ w , àáî w ∼
w◦ , àáî w◦ ∼ w äå w◦ îáåðíåíå ñëîâî;

(f) äëÿ äâîõ ñëiâ w, v ∈ E+ (àáî â F+ ), ïîêëàäå-
ìî w < v ÿêùî iñíó¹ íåíóëüîâèé ãîìîìîðôiçì
Aw → Av (âiäïîâiäíî Av → Aw );

(g) êîæíå ñëîâî w ∈ E+ t F+ íàñëiäó¹ âñi âiäíî-
øåííÿ <,−,∼ ÿêi éîãî êiíöi (e ÷è f) ìàëè ç
óñiìà iíøèìè åëåìåíòàìè X ; áiëüø òîãî, ÿêùî
w ∈ E+ , òîäi e < w , ÿêùî w ∈ F+ , òî f < w ;
ÿêùî iñíóþòü îáèäâà we òà wf , òî e < we i
f < wf ;

(h) âèêèíåìî ïàðó e− f ç âiäíîøåííÿ − .
(5) Ïîêëàäåìî E ′ = E t E+ , F ′ = F t F+ òà X ′ =

{E ′,F ′, <′,−′,∼′} , äå <′,−′,∼′ ïîçíà÷àþòü çìiíå-
íi âiäíîøåííÿ <,−,∼ .

Ç íàâåäåíîãî âèùå ïåðåëiêó çîáðàæåíü àòîìíèõ çàäà÷
áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹
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Òâåðäæåííÿ 49. Ïiñëÿ çâåäåíÿ àòîìàðíî¨ ÷àñòèíè
óçàãàëüíåíî¨ â'ÿçêè ëàíöþãiâ X îäåðæó¹ìî çíîâó çàäà-
÷ó ïðî çîáðàæåííÿ (íîâî¨) óçàãàëüíåíî¨ â'ÿçêè ëàíöþ-
ãiâ X′, ïîáóäîâàíî¨ âèùå. Ïðè öüîìó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ
ó ìàòðèöÿõ, ÿêi çàäàþòü çâåäåíå çîáðàæåííÿ, çìåíøó-
¹òüñÿ, ÿêùî òiëüêè íå âñi ìàòðèöi, ÿêi âiäïîâiäàþòü
îáðàíié àòîìíié çàäà÷i, ¹ ïîðîæíiìè.

Î÷åâèäíî, ÿêùî âñi öi ìàòðèöi áóëè ïîðîæíi, ìè ïðî-
ñòî îäåðæèìî çîáðàæåííÿ (òi¹¨ æ ðîçìiðíîñòi) ìåíøî¨
â'ÿçêè ëàíöþãiâ (ÿêèé îäåðæó¹òüñÿ ç äàíîãî âèêèäàííÿì
îäíîãî ç åëåìåíòiâ e, f àáî íàâiòü îáîõ).

Îñêiëüêè ìè âæå âñòàíîâèëè âiäïîâiäíiñòü ìiæ ñòðóí-
íèìè i ñòði÷êîâèìè äàíèìè òà íåðîçêëàäíèìè çîáðàæå-
ííÿìè äëÿ àòîìíèõ çàäà÷, òåïåð äîâåäåííÿ òåîðåìè 47
âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 49 î÷åâèäíîþ iíäóêöi¹þ.

5. Çàñòîñóâàííÿ

5.1. Ñêií÷åíi ìîäóëi íàä íåðîçùåïëþâàíîþ îñî-
áëèâiñòþ òèïó A1.

Îçíà÷åííÿ 50. R ïîçíà÷à¹ ëîêàëüíó ïîâíó íüîòåðîâó
k-àëãåáðó, òàêó ùî:

R íå ìà¹ íiëüïîòåíòíèõ åëåìåíòiâ
R/radR = k, äå radR ïîçíà÷à¹ ðàäèêàë Äæåêîáñîíà

R

Kr.dimR = 1
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Ìè êàæåìî, ùî R ¹ îñîáëèâiñòþ òèïó A1 ÿêùî:

• rad R̃ = rad R , äå R̃ ïîçíà÷à¹ íîðìàëiçàöiþ R ;
• dimk R̃/ rad R̃ = 2

Íàäàëi ïîçíà÷èìî J = rad R = rad R̃

Ìè ìà¹ìî äâà âèïàäêè - ðîçùåïëåíèé ( R̃/J = k×k ) òà
íåðîçùåïëåíèé ( R̃/J = F , äâîâèìiðíå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ
k ).

Ñêií÷åííî-ïîðîäæåíi ìîäóëi ðîçùåïëåíîãî âèïàäêà áó-
ëè îïèñàíi Íàçàðîâîþ òà Ðîéòåðîì (äèâ. [10]), òîæ ÿ ñêîí-
öåíòðóþñü íà íåðîçùåïëåíîìó âèïàäêó.

Òóò R̃ = k[|t|] i îñêiëüêè J ⊂ R ⊂ R̃ òà J = {a ∈
F [|t|]|a(0) = 0} , çàëèøà¹òüñÿ ¹äèíà ìîæëèâiñòü:

R = {a ∈ F [|t|] | a(0) ∈ k}

Íàøîþ ãîëîâíîþ ìåòîþ ¹ îïèñ ñêií÷åííî-ïîðîäæåíèõ
R -ìîäóëiâ. Àëå íàøi ðîçðàõóíêè ¹ òàêîæ äiéñíèìè äëÿ
äîâiëüíî¨ ïàðè ëîêàëüíèõ íüîòåðîâèõ êiëåöü ðîçìiðíîñòi
Êðóëÿ 1 , R ⊂ R̃ , òàêèõ ùî:

(1) R̃ íîðìàëüíå;
(2) rad R = rad R̃ = J ;
(3) F = R̃/J äâîâèìiðíå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ k = R/J .

Ìè ìà¹ìî âèêîðèñòàòè ìåòîä îïèñàíèé Äðîçäîì (äèâ.
[5]).
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Îñêiëüêè êiëüöå R ¹ ëîêàëüíî íüîòåðîâèì, äëÿ êîæíî-
ãî ñêií÷åííî-ïîðîäæåíîãî R -ìîäóëÿ M iñíó¹ òî÷íà ïî-
ñëiäîâíiñòü

(2) Q
f−→ P −→ M −→ 0

äå Q òà P ñêií÷åííî-ïîðîäæåíi âiëüíi R -ìîäóëi, à f

ãîìîìîðôiçì, òàêèé ùî Im f ⊆ JP . [16].
Ìè íàçèâà¹ìî (2) âiëüíèì ïðåäñòàâëåííÿì M .
Òåíçîðíî äîìíîæèâøè òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü (2) íà R̃ ,

ìè îòðèìà¹ìî òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü:

(3) Q̃
f̃−→ P̃ −→ M̃ −→ 0

äå M̃ çàâæäè ïîçíà÷à¹ R̃⊗R M , f̃ = 1⊗ f : R̃⊗R Q →
R̃ ⊗R P . Îñêiëüêè J = rad R̃ , ìè ìà¹ìî, ùî Im f̃ ⊆
R̃⊗R JP = J ⊗R P = JP̃ = JP , òîæ (3) ¹ çíîâó âiëüíèì
ïðåäñòàâëåííÿì R̃ -ìîäóëÿ M̃ .

Îñêiëüêè R̃ íîðìàëüíå, ëîêàëüíå òà ìà¹ ðîçìiðíiñòü
Êðóëÿ 1 , âîíî ¹ êiëüöåì äèñêðåòíîãî íîðìóâàííÿ, çîêðå-
ìà, îáëàñòþ ãîëîâíèõ iäåàëiâ [15]. Òàêèì ÷èíîì, ìè ìî-
æåìî îáðàòè áàçèñè â P̃ òà Q̃ òàêèìè, ùî f̃ çàäà¹òüñÿ
äiãîíàëüíîþ m×m ìàòðèöåþ (äå m = rkP , n = rkQ )
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(4)




a1 0

a2

. . .

0 am




äå a1|a2|...|am .
Î÷åâèäíî ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî M̃ íå ìà¹ íóëüîâèõ

ñòîâï÷èêiâ, i ÿêùî t ¹ ãåíåðàòîðîì J (ÿê R̃ -ìîäóëÿ), òî
ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî ai = tki äëÿ äåÿêèõ öiëèõ ki > 0

(îñêiëüêè Im f̃ ⊆ JP̃ , all ai ∈ J ).
Ïåðåïèøåìî ìàòðèöþ (4) ó ôîðìi:

(5) F̃ =




tIr1
0 . . . 0

0 t2Ir2
. . .

...
... ... . . . 0
... ... . . . tsIrs

0 . . . . . . 0




äå Ir ïîçíà÷à¹ r × r îäèíè÷íó ìàòðèöþ (ìîæëèâî, ùî
äåÿêi rk = 0 , òîáòî âiäïîâiäíi áëîêè tkIrk

íå iñíóþòü â
M̃ ).

Òåïåð ìè ìîæåìî ïåðåôîðìóëþâàòè íàøó ìåòó. Íàì
ïîòðiáíî òåïåð çíàéòè âñi ãîìîìîðôiçìè f : Q → P âiëü-
íèõ R -ìîäóëiâ òàêi, ùî f̃ ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi ôi-
êñîâàíîþ ìàòðèöåþ M̃ âèãëÿäó (5) â äåÿêèõ áàçèñàõ Q̃
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òà P̃ . ßêùî f äàíî â äåÿêèõ áàçèñàõ Q òà P ìàòðèöåþ
M , öå îçíà÷à¹, ùî iñíóþòü îáåðòîâíi ìàòðèöi C , D íàä
R̃ òàêi, ùî CM̃ = MD (çàóâàæèìî, ùî âñi çíà÷åííÿ M

âçÿòi ç J îñêiëüêè Im f ⊆ JP ). Ïðèïóñòèìî ùî M ′ iíøà
ìàòðèöÿ òàêà, ùî C ′M̃ = M ′D′ äëÿ äåÿêèõ îáåðòîâíèõ
R̃ -ìàòðèöü C ′ , D′ . Íåõàé f ′ : Q′ → P ′ - âiäïîâiäíèé ãî-
ìîìîðôiçì âiëüíèõ R -ìîäóëiâ. Òîäi P/ Im f ' P ′/ Im f ′

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü içîìîðôiçìè αf = f ′β ,
àáî, ùî òå ñàìå, iñíóþòü îáåðòîâíi ìàòðèöi A , B íàä R

òàêi, ùî AM = M ′B . Â öüîìó âèïàäêó ìè íàçèìà¹ìî
ìàòðèöi M òà M ′ åêâiâàëåíòíèìè.

Öå äà¹ íàì:

ACM̃ = AMD = M ′BD = C ′M̃D′−1
BD

àáî

(6) C ′−1
ACM̃ = M̃D′−1

BD

Íàâïàêè, ÿêùî (6) ñïðàâäæó¹òüñÿ, ìè îòðèìó¹ìî

AM = ACM̃D−1 = C ′M̃D′−1
B = M ′B

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Aut M̃ ìíîæèíó âñiõ ïàð îáåðòîâíèõ
Ã -ìàòðèöü (X, Y ) òàêèõ ùî XM̃ = M̃Y . Òîäi

(C ′−1
AC, D′−1

BD) ∈ Aut M
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i

(C ′, D′)(C ′−1
AC,D′−1

BD) = (A,B)(C, D).

Òàêèì ÷èíîì, êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi ìàòðèöü F çíàõî-
äÿòüñÿ ó âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi ç ïîäâiéíèìè
ñóìiæíèìè êëàñàìè:

(7) GL(m,R)×GL(n, R)\GL(m, R̃)×GL(n, R̃)/ Aut M̃

Çàçíà÷èìî, ùî GL(n,R) ìiñòèòü ïiäãðóïó êîíãðóåíòíî-
ñòi

GL(n, R̃, J) = {X ∈ GL(n, R̃) |X ≡ In mod J} = GL(n,R, J)

Àëå GL(n, R̃)/GL(n, R̃, J) ' GL(n, F ) , ïðè òîìó, ùî

GL(n.R)/GL(n,R, J) ' GL(n, k).

Îòæå, ïîäâiéíi ñóìiæíi êëàñè (7) ìîæíà çàìiíèòè ïîäâié-
íèìè ñóiæíèìè êëàñàìè:

(8) GL(m, k)×GL(n, k)\GL(m,F )×GL(n, F )/AutÃ

äå AutM̃ ïîçíà÷à¹ îáðàç Aut M̃ â GL(m,F )×GL(n, F ) .
Çíàéäåìî Aut M̃ . Ïðèïóñòèìî, ùî (X,Y ) ∈ Aut M̃ ,

äå
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X =




x11 x12 . . . x1s x1,s+1

x21 x22 . . . x2s x2,s+1

. . . . . . . . . . . . . . .

xs1 xs2 . . . xss xs,s+1

xs+1,1 xs+1,2 . . . xs+1,s xs+1,s+1




Y =




y11 y12 . . . y1s

y21 y22 . . . y2s

. . . . . . . . . . . .

ys1 ys2 . . . yss




Òóò xij òà yij � öå áëîêè ìàòðèöü X òà Y , ÿêi âiäïîâiäà-
þòü ïîäiëó íà áëîêè ìàòðèöi M̃ â (5). Òîäi
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XM̃ =




tx11 t2x12 . . . tsx1s

tx21 t2x22 . . . tsx2s

. . . . . . . . . . . .

txs1 t2xs2 . . . tsxss

txs+1,1 t2xs+1,2 . . . tsxs+1,s




M̃Y =




ty11 ty12 . . . ty1s

t2y21 t2y22 . . . t2y2s

. . . . . . . . . . . .

tsys1 tsys2 . . . tsyss

0 0 . . . 0




Çâiäñè:

x11 = y11, x22 = y22, ..., xss = yss;

yij = tj−ixij ≡ 0 mod J ÿêùî i < j;

xij = tj−iyij ≡ 0 mod J ÿêùî i > j;

xs+1,j = 0 äëÿ j = 1, ..., s.

Îòæå AutM̃ óòâîðåíî ç óñiõ ïàð (X, Y ) ìàòðèöü íàä
F âèãëÿäó:
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X =




x11 x12 . . . x1s x1,s+1

0 x22 . . . x2s x2,s+1

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . xss xs,s+1

0 0 . . . 0 xs+1,s+1




Y =




x11 0 . . . 0

y21 x22 . . . 0

. . . . . . . . . ...
ys1 ys2 . . . xss




Âiäïîâiäíî ç öèì ïîäiëîì, äëÿ êîæíî¨ ïàðè ìàòðèöü
(C, D) ∈ GL(m,F )×GL(n, F ) ðîçiá�¹ìî íà áëîêè ìàòðè-
öi C i D (ïðè öüîìó, î÷åâèäíî, òðåáà âðàõîâóâàòè ëèøå
ïîäië ñòîâï÷èêiâ):

C =(C1 C2 ... Cs+1)

D =(D1 D2 ... Ds)

äå Ci ìà¹ ðîçìið m×ri , à Di ìà¹ ðîçìið n×ri (äèâ. (5)).
Òåïåð ïðè äi¨ ãðóïè ãðóïè AutM̃ ïðàâîðó÷ ïàðà (C,D)

ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ïàðó (C ′, D′), äå

C ′ =(C ′
1 C ′

2 ... C ′
s+1),

D′ =(D′
1 D′

2 ... D′
s),
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C ′
i = Cixii +

∑
j<i

Cjxji,

D′
i = Dixii +

∑

j>i

Djyji.

Äiÿ åëåìåíòà (u, v) ∈ GL(m, k) × GL(n, k) ëiâîðó÷ ïå-
ðåâîäèòü êîæíó ìàòðèöþ Ci â uCi, à Di â vDi. Îòæå,
ìè îòðèìàëè çîáðàæåííÿ óçàãàëüíåíî¨ â'ÿçêè ëàíöþãiâ, â
ÿêié

E = { e1, e2 } ,

F = { c1, c2, . . . , cs+1, d1, d2, . . . , ds } ,

e1 − ci äëÿ âñiõ i = 1, . . . , s + 1,

e2 − di äëÿ âñiõ i = 1, . . . , s,

ci ∼ di äëÿ âñiõ i = 1, . . . , ds,

c1 < c2 < · · · < cs+1,

d1 > d2 > · · · > s,

e1 ∼ e1 i e2 ∼ e2,

Ec = k i Fc = F äëÿ âñiõ êëàñiâ c ∈ X/θ.

(Çàóâàæèìî, ùî òàêèõ êëàñiâ äâà { e1, c1, c2, . . . , cs+1 } i
{ e2, d1, d2, . . . , ds }.)

ßê áóëî ïîêàçàíî âèùå, íåðîçêëàäíi çîáðàæåííÿ öi¹¨
â'ÿçêè çíàõîäÿòüñÿ ó âçà¹ìíî îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi ç

101



ñòðóííèìè òà ñòði÷êîâèìè äàíèìè. Âòiì, íå êîæíå çîáðà-
æåííÿ â'ÿçêè äiéñíî âiäïîâiäà¹ ìîäóëþ íàä êiëüöåì R:
äëÿ öüîãî íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá îáèäâi �âåëèêi� ìà-
òðèöi C, D áóëè íåâèðîäæåíèìè. Öå íàêëàäà¹ íà ñòðóíè
i ñòði÷êè äîäàòêîâi óìîâè.

Íàïðèêëàä, ÿêùî ñòðóíà âiäïîâiäà¹ ïðîñòîìó ñëîâó
w , ÿêå ïî÷èíà¹òüñÿ ç e1 ∼ e1− ci , òî âiäïîâiäíà ìàòðèöÿ
C ìà¹ âèãëÿä 



1 0 . . . 0

α 0 . . . 0

0 ∗ . . . ∗
... ... . . .

...
0 ∗ . . . ∗




Îòæå, âîíà âèðîäæåíà, ùî íåìîæëèâî. Òàê ñàìî, ïðî-
ñòå ñëîâî ó ñòðóííèõ äàíèõ íå ìîæå çàêií÷óâàòèñü íà
ci − e1 ∼ e1 , àáî ïî÷èíàòèñü (âiäïîâiäíî, çàêií÷óâàòèñü)
ç e2 ∼ e2 − dj (âiäïîâiäíî, ç dj − e2 ∼ e2 ).

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî w ïî÷èíà¹òüñÿ (àáî çàêií÷ó¹òüñÿ) ç
ci ∼ dj , òî âiäïîâiäíèé ñòîâï÷èê â ìàòðèöi Ci ¹ íóëüî-
âèì, ùî òàêîæ íåìîæëèâî. Òå ñàìå ñïðàâäæó¹òüñÿ, ÿêøî
w ïî÷èíà¹òüñÿ ç dj ∼ ci àáî çàêií÷ó¹òüñÿ öèìè åëåìåí-
òàìè. Îòæå, çàëèøà¹òüñÿ ¹äèíà ìîæëèâiñòü äëÿ ïðîñòèõ
ñëiâ, ÿêi âèçíà÷àþòü ñòðóííi äàíi:
cs+1 − e1 ∼ e1 − ci1 ∼ di1 − e2 ∼ e2 − ... − e1 ∼ e1 − cs+1

Âiäïîâiäíi ìàòðèöi ìàþòü âèãëÿä:
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C =




1 0 0 0 0 . . . 0 0 1

α 0 0 0 0 . . . 0 0 0

0 1 1 0 0 . . . . . . . . . 0
... ... α 1 1 . . . . . . . . . 0
... ... ... ... α . . .

... ... 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ...
... ... ... ... ... ... 1 1 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α 0




D =




1 1 0 . . . . . . . . . 0

0 α 0 . . . . . . . . .
...

... ... 1 1 . . . . . .
...

... ... ... α 1
... ...

... ... ... ... ... . . . ...
. . . . . . . . . . . . . . . . . . α




Òóò îñòàííi äâà ñòîâï÷èêè ìàòðèöi C íàëåæàòü äî cs+1 ;
k-èé ñòîâï÷èê C íàëåæèòü äî cik , à k-èé ñòîâï÷èê D

íàëåæèòü dik .
Òàê ñàìî, îñîáëèâå ñëîâî, ÿêå âèçíà÷à¹ ñòðóíó, ìóñèòü

ìàòè âèãëÿä
e1 − ci1 ∼ di1 − e2 ∼ e2 − ...− e1 ∼ e1 − cs+1

àáî
e2 − di1 ∼ ci1 − e1 ∼ e1 − ...− e1 ∼ e1 − cs+1.

Âiäïîâiäíi ìàòðèöi ó ïåðøîìó âèïàäêó ìàþòü âèãëÿä
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C =




1 0 0 . . . . . . . . . . . . 0

0 1 1 . . . . . . . . . . . .
...

... ... α . . . . . . . . . . . .
...

... ... ... 1 1 . . . . . .
...

... ... ... ... α
... ... ...

... ... ... ... ... . . . ... ...

... ... ... ... ... ... 1 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α




D =




1 0 . . . . . . . . . 0

α 0 . . . . . . . . .
...

0 1 1 . . . . . .
...

... ... α
... ... ...

... ... ... 1
... ...

... ... ... ... . . . ...
. . . . . . . . . . . . . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . . α




Òóò îñòàííié ñòîâï÷èê C íàëåæèòü äî cs+1 , k-èé ñòîâ-
ï÷èê C íàëåæèòü äî cik , à k-èé ñòîâï÷èê D íàëåæèòü
dik .

Ó äðóãîìó âèïàäêó ìàòðèöi ìàþòü âèãëÿä
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C =




1 1 . . . . . . . . . . . .
...

0 α . . . . . . . . . . . .
...

... ... 1 1 . . . . . .
...

... ... ... α
... ... ...

... ... ... ... . . . ... ...

... ... ... ... ... 1 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . α




D =




1 1 0 . . . . . . . . . 0

0 α 0 . . . . . . . . .
...

... ... 1 1 . . . . . .
...

... ... ... α
... ... ...

... ... ... ... 1
... ...

... ... ... ... ... . . . ...
0 . . . . . . . . . . . . . . . 1

0 . . . . . . . . . . . . . . . α




ç òèì ñàìèì ðîçïîäiëîì ñòîâï÷èêiâ.
Áiîñîáëèâi ñëîâà (ç òî÷íiñòþ äî ñèìåòði¨) � öå

e1 − ci1 ∼ di1 − e2 ∼ e2 − ...− e1,
àáî

e1 − ci1 ∼ di1 − e2 ∼ e2 − ...− e2,
àáî

e2 − di1 ∼ ci1 − e1 ∼ e1 − ...− e2.
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Ìàòðèöi âiäïîâiäíi äî ñòðóííèõ äàíèõ ç öèìè áiîñîáëè-
âèìè ñëîâàìè ìàþòü âèãëÿä

C =




. . . 0 . . . . . . . . . . . . 0

0 1 1 . . . . . . . . .
...

... ... α
... ... ...

... ... ... 1 1
... ...

... ... ... ... α
... ...

0 . . . . . . . . . . . . . . . 1

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . .




D =




. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
... 1 . . . . . . . . . . . . 0
... ... 1

... ... ... ...
... ... α 1

... ... ...
... ... ... ... 1

... ...
... ... ... ... α 1

...
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .




Â öüîìó âèïàäêó ìàòðèöÿ cs+1 ïîðîæíÿ, ðîçïîäië ñòîâ-
ï÷èêiâ ïî iíøèõ ìàòðèöÿõ � òîé ñàìèé, ùî é âèùå.

Íàðåøòi, öèêëè ìàþòü âèãëÿä (ç òî÷íiñòþ äî çñóâó)
w = e1 ∼ e1− ci1 ∼ di1 − e2 ∼ e2− · · · − dik ∼ cik . Âñi

âîíè íåñèìåòðè÷íi. ßêùî f(t) 6= td, òî ñòðóííèì äàíèì
(w, f(t)) âiäïîâiäàþòü ìàòðèöi
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C =




I I 0 . . . . . . . . . 0

0 αI 0 . . . . . . . . . 0
... ... I I

... ... ...
... ... ... αI

... ... ...
... ... ... ... . . . ... ...
0 . . . . . . . . . . . . I I

0 . . . . . . . . . . . . . . . αI




D =




I 0 . . . . . . . . . . . . Φ

αI 0 . . . . . . . . . . . . 0
... I I

... ... ... ...
... ... αI

... ... ... ...
... ... ... . . . ... ... ...

. . . . . . . . . . . . I I
...

0 . . . . . . . . . . . . αI 0




äå Φ ìàòðèöÿ Ôðîáåíióñà âiäïîâiäíà äî ìíîãî÷ëåíà f(t).
Òóò çíîâó ìàòðèöÿ âiäïîâiäíà äî cs+1 , ïîðîæíÿ, à ðîçïî-
äië ñòîâï÷èêiâ (òî÷íiøå, âåðòèêàëüíèõ ñìóã) ïî ìàòðèöÿõ
Ck òà Dk òîé ñàìèé, ùî é âèùå.

Êîæíå òàêå çîáðàæåííÿ çàäà¹ âiëüíå ïðåäñòàâëåííÿ

nR
φ−→ mR −→ M −→ 0 .

äåÿêîãî íåðîçêëàäíîãî ìîäóëÿ M íà êiëüöåì R i â öåé
ñïîñiá îäåðæó¹ìî âñi òàêi ïðåäñòàâëåííÿ.
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Ìàòðèöÿ, ÿêà çàäà¹ ãîìîìîðôiçì φ, äîðiâíþ¹ CF̃D, äå
C, D � ìàòðèöi, íàâåäåíi ó ïåðåëiêó íåðîçêëàäíèõ çîáðà-
æåíü äàíî¨ â'ÿçêè ëàíöþãiâ, à F̃ � ìàòðèöÿ, âèçíà÷åíà
ôîðìóëîþ (5) âèùå. Òèì ñàìèì, ìè îäåðæó¹ìî îïèñ âñiõ
íåðîçêëàäíèõ R-ìîäóëiâ.
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Âèñíîâêè

Ó äèñåðòàöi¨ ðîçâ'ÿçàíî ïðîáëåìó óçàãàëüíåííÿ ìàòðè-
÷íèõ çàäà÷ íà âèïàäîê àëãåáðà¨÷íî íåçàìêíåíîãî ïîëÿ.
Çîêðåìà, äîâåäåíî ïiäñèëåíó ãiïîòåçó Áðàóåðà-Òðîëëà äëÿ
áiìîäóëüíèõ çàäà÷ òà àíàëîãi÷íó òåîðåìó äëÿ çîáðàæåíü
àðòiíîâèõ àëãåáð. Òàêîæ äîâåäåíî, ùî çâàæåíà ÷àñòêî-
âî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ìà¹ ñêií÷åíèé çîáðàæóâàëüíèé
òèï òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ¨¨ ôîðìà Òiòñà ñëàáî äîäà-
òíÿ. Ç öi¹þ ìåòîþ áóëè ïîáóäîâàíi âiääçåðêàëåííÿ äëÿ
çîáðàæåíü çâàæåíèõ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí i
âñòàíîâëåíi ¨õíi âëàñòèâîñòi, à òàêîæ äîâåäåíî, ùî, êîëè
ôîðìà Òiòñà ñëàáî äîäàòíÿ, âñi íåðîçêëàäíi çîáðàæåííÿ
îäåðæóþòüñÿ ç òðèâiàëüíèõ ïîñëiäîâíèì çàñòîñóâàííÿì
ôóíêòîði âiääçåðêàëåíü.

Äëÿ óçàãàëüíåíèõ â'ÿçîê ëàíöþãiâ áóëî íàâåäåíî ñïè-
ñîê àòîìíèõ çàäà÷, òà ïîáóäîâàíèé àëãîðèòì çâåäåííÿ ìà-
òðèöü. Áóëî òàêîæ âñòàíîâëåíî, ùî êîëè ìè ñïðîùó¹ìî
àòîìíó ÷àñòèíó â'ÿçêè ëàíöþãiâ i îáìåæó¹ìî åëåìåíòàðíi
ïåðåòâîðåííÿ äî òàêèõ, ÿêi íå çìiíþþòü êàíîíi÷íî¨ ôîð-
ìè öi¹¨ ÷àñòèíè, òî ìè çíîâó îòðèìó¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ
(íîâî¨) óçàãàëüíåíî¨ â'ÿçêè ëàíöþãiâ. Â ÿâíié ôîðìi áóëî

109



íàäàíî àëãîðèòì òàêîãî çâåäåííÿ. Ç öi¹¨ ðåêóðñèâíî¨ ïðî-
öåäóðè áóëî âèâåäåíî ðåçóëüòàò, ÿêèé äà¹ îïèñ âñiõ íåðîç-
êëàäíèõ çîáðàæåíü äîâiëüíî¨ óçàãàëüíåíî¨ â'ÿçêè ëàíöþ-
ãiâ. À ñàìå, áóëî ðîçðîáëåíî êîìáiíàòîðèêó ñòðóí i ñòði-
÷îê i âñòàíîâëåíî ïðîöåäóðó, ÿêà ïî êîæíèì ñòðóííèì àáî
ñòði÷êîâèì äàíèì áóäó¹ âiäïîâiäíå íåðîçêëàäíå çîáðàæå-
ííÿ, ïðè÷îìó òàêèé ñïîñiá îäåðæóþòüñÿ âñi íåðîçêëàäíi
çîáðàæåííÿ (ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó).

Îïèñàíi ðåçóëüòàòè óçàãàëüíþþòü âiäîìi ðåçóëüòàòè
Ë.À.Íàçàðîâî¨, À.Â. Ðîéòåðà,Þ.À.Äðîçäà, Â.Ì.Áîíäà-
ðåíêà, Â.Äëàáà, Ê.Ðiíãåëÿ. Âîíè ìîæóòü áóòè çàñòîñîâà-
íi â ðiçíîìàíiòíèõ çàäà÷àõ òåîði¨ çîáðàæåíü, àëãåáðà¨÷íî¨
ãåîìåòði¨, àëãåáðà¨÷íî¨ òîïîëîãi¨, òîùî. Ïðèêëàä òàêîãî
çàñòîñóâàííÿ íàâåäåíèé â îñòàííüîìó ðîçäiëi.

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ¹ íîâèìè i íå ìàþòü àíàëîãiâ ó
ñó÷àñíié íàóêîâié ëiòåðàòóði.
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