
Заняття № 8. Логiчнi виводи.

Аксiоми 8.1 (Аксiоми логiки вiдношень). .
1. A → (B → A);
2. (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C));
3. A → (A ∨B);
4. B → (A ∨B);
5. (A → C) → ((B → C) → (A ∨B → C));
6. A ∧B → A;
7. A ∧B → B;
8. (A → B) → ((A → C) → (A → B ∧ C));
9. (A → B) → ((A →⌉B) →⌉A);

10. ⌉⌉A → A;
11. ∀xA → Ax

t (якщо t - терм вiльний для x в A);
12. Ax

t → ∃xA (якщо t - терм вiльний для x в A);
13. ∀x(A → B) → (A → ∀xB) (якщо x - змiнна, яка не є вiльною в A);
14. ∀x(B → A) → (∃B → A) (якщо x - змiнна, яка не є вiльною в A).

Основнi задачi.

8.1. Нехай x не є вiльною змiнною в реченьi A. Доведiть, що
1. ⊢ (∃xB → A) → ∀x(B → A)
2. ⊢ (A → ∀xB) → ∀x(A → B).

8.2. Занумеруємо в який небудь спосiб усi символи предикатiв логiки вiдношень: P1, P2, . . . , Pn, . . .
i кожнiй реченьi A логiки вiдношень спiвставимо реченню A★ логiки висловлювань за на-
ступним правилом:

∙ з речення A видалимо всi символи змiнних i констант, фукцiоналiв i кванторiв;
∙ символ предиката Pn замiнимо атомом An логiки висловлювань, так щоб отримати
речення логiки висловлювань.

Доведiть, що
1. Якщо A - аксiома числення предикатiв, то то A★ - тавтологiя;
2. Якщо A1, . . . , An - вивiд речення A з множини речень Γ у численнi предикатiв,

то A★
1, . . . , A

★
n - вивiд речення A★ з множини речень Γ★ у численнi висловлювань.

Зокрема, якщо ⊢ A, то A★ - тавтологiя.
3. У численнi предикатiв неможливо одночасно ⊢ A i ⊢ ⌉A.

8.3. Нехай T - теорiя першого порядку. Позначимо A ≡T B, якщо ⊢T A → B i ⊢T B → A
одночасно Доведiть, що

а) ∀xi(A ∧B) ≡T ∀xA ∧ ∀xB;
б) ∃xi(A ∨B) ≡T ∃xA ∨ ∃xiB;
в) ∃xi(A → B) ≡T ∀xiA → ∃xB,
зокрема,
∃xi(A → B) ≡T A → ∃xiB, якщо змiнна xi не є вiльною в реченьi A,
∃xi(A → B) ≡T ∀xiA → B, якщо змiнна xi не є вiльною в реченьi B.

8.4. Перевiрити, чи будуть наступнi послiдовностi виводами в логiцi вiдношень:
A: 1. ∀x∃yP (x, y) → ∃yP (f(y, y));
B: 1. ∀xP (x) → P (f(y)),

2. ∀xP (x) → ∀yP (f(y));
C: 1. P (x) → ∃P (x),

2. (P (x) → ∃xP (x)) → (∀xP (x) → (P (x) → ∃xP (x))),
3. ∀xP (x) → (P (x) →′ existsxP (x)).

8.5. Доведiть, що
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1. ⊢ ∀xA ∨ ∀xB → ∀xi(A ∨B);
2. ⊢ ∃xi(A ∧B) → ∃xA ∧ ∃xB;
3. ⊢ (∃xA → ∀xB) → ∀xi(A → B).

Чи завжди виводять оберненi iмплiкацiї?

8.6. Побудувати виводи наступних речень:
1. ∃x∃yP (x, y) → ∃y∃xP (x, y);
2. ∃x∀yP (x, y) → ∀y∃xP (x, y);
3. ∀x∀yP (x, y) → ∀xP (x, x);

8.7. Довести твердження:
1. ∀x(P (x) → Q(x)) ⊢ ∃xP (x) → ∃xQ(x);
2. ∀x(P (x) → Q(x)) ⊢ ∀yP (y) → ∀zQ(z).

8.8. Доведiть, що коли ⊢T A → B, то ⊢T ∀xA → ∀xB.

8.9. Довести, що якщо Γ ⊢ ∀xA(x), то Γ ⊢ A(t) для довiльного терма t, вiльного для x
в A(x).

Домашнє завдання.

8.10. Побудувати виводи наступних речень:
1. ∀x∀yP (x, y) → ∀y∀xP (x, y);
2. ∃xP (x, x) → ∃y∃xP (x, y).

8.11. Побудуйте вивiд речення ∃xi ⌉A → ⌉∀xA.
8.12. Довести, що якщо Γ ⊢ A(t) для деякого терма t, вiльного для x в A(x), то Γ ⊢

∃xA(x).


